EL MODELO DE SKAPERDAS Y
SYROPOULOS
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os origenes de la teoria econémica del conflicto y de la formacién

de Estados se atribuyen al brillante descubrimiento del “lado
oscuro de la fuerza” por parte de Jack Hirshleifer, asi como a algunos
de sus trabajos pioneros en los que expuso las bases conceptuales y
heuristicas de lo que seria su famoso modelo de emergencia de Estados
a partir de una situacién de anarquia': un modelo que se convertiria
en la referencia analitica fundamental en la materia. Sin embargo,
un estudio detallado del modelo de Skaperdas y Syropoulos? revela
que éste es el modelo canénico en la teoria econémica del conflicto
y de la formacién de Estados, no sélo por sus enormes posibilidades
analiticas sino porque es mis general que el de Hirshleifer.

El objetivo de este articulo es demostrar la existencia de simetria
entre los modelos de Skaperdas y Syropoulos, Hirshleifer, y Rosen,
y probar que el primero de ellos es el esquema analitico mas general.
Para ello, se expone en forma minuciosa el modelo de equilibrio ge-
neral de formacién de Estados de Skaperdas y Syropoulos, y se mues-
tran los efectos de estdtica comparativa que le son consustanciales,
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1997).
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incluido el efecto de los cambios en la valoracién relativa de los bienes
utiles sobre la produccién de armas y bienes, y sobre la probabilidad
de éxito en la contienda. También se reinterpreta el equilibrio y se
evaltian los alcances de este modelo frente a los de Hirshleifer (1995
y 2000) y Rosen (1986). La primera seccién presenta los supuestos
del modelo; la segunda, su desarrollo y anilisis; la tercera analiza las
simetrias con los otros modelos, especialmente con el de Hirshleifer,
y muestra que éste ultimo puede concebirse como un caso especial
del modelo de Skaperdas y Syropoulos con bienes tutiles sustitutos
perfectos. Por dltimo, se presentan las conclusiones.

SUPUESTOS

Skaperdas y Syropoulos suponen que la relacién entre grupos ilegales
y autoridades estatales es simbidtica, porque el Estado rara vez logra
un control total del territorio. Por ello, se establecen arreglos tacitos
sobre el control de ciertas zonas geograficas. Esos arreglos, resultado
de interacciones constantes entre los actores sociales, consolidan en
la praxis el funcionamiento de los Estados, a veces incluso al margen
de las consignas constitucionales vigentes. Por tanto, puede tener
gran valor explicativo concebir el proceso de formacién y consolida-
cién de los Estados como una secuencia de interacciones violentas
de los grupos ilegales, entendidos como organismos de larga vida
que ejercen actividades econdémicas primarias ilegales. El caridcter
estable y organizado de los grupos delictivos es vital para entender la
emergencia de nuevos Estados a partir de una situacién de anarquia.
Una organizacién delictiva tiene reglas escritas y no escritas, normas
de conducta y sanciones para quienes las incumplen. De ahi que el
crimen organizado no se pueda considerar como una aberracién o un
fenémeno individual aleatorio, pues representa una transformacién de
la estructura legal existente y, quizd, del Estado y el sistema politico
(Skaperdas y Syropoulos, 1995, 61). La cohesién interna de los grupos
ilegales y, en general, de los grupos politicos se puede entender como
una condicién necesaria para la emergencia y consolidacién de los
Estados. Esto no es nuevo en la literatura sobre formacién de Estados:
en su Leviatdan, Hobbes aclara que parala consolidacién de un Estado
no es suficiente la superioridad numeérica frente al enemigo; también
es indispensable la cohesién mutua de los individuos.

Y aunque haya una gran multitud, si sus acuerdos estin dirigidos contra
sus juicios y apetitos particulares, no se puede esperar de ello defensa ni
proteccién contra un enemigo comun ni contra las ofensas mutuas. Porque
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discrepando las opiniones concernientes al mejor uso y aplicacién de su
fuerza, los individuos que componen esa multitud no se ayudan, sino que se

obstaculizan mutuamente, y por esa oposicién mutua reducen su fuerza a la
nada (Hobbes, 1651, 138).

Este antecedente es clave para entender la trascendencia de la re-
solucién ex ante de los problemas internos de accién colectiva en el
surgimiento de un Estado.

En la investigacién de Skaperdas y Syropoulos son fundamenta-
les las siguientes preguntas: ;qué agente tiene mds probabilidad de
prevalecer en una situacién de anarquia e imponer sus reglas? ;Qué
garantiza la existencia de una determinada reparticién del “botin” en
conflictos e interacciones armadas? ;Cémo inciden los parimetros
tecnolégicos, las preferencias y las dotaciones de recursos en los re-
sultados?

La hipétesis que se prueba en el modelo estatico de anarquia es que
prevalecen los grupos que tienen ventajas comparativas en el uso de
la fuerza y que son, por ello, menos productivos en actividades ttiles.
Ademis de los recursos gastados en la violencia, la redistribucién del
ingreso desalienta la innovacién productiva y restringe el crecimiento
econémico (Skaperdas y Syropuolos, 1995, 63). E1 modelo, que se
inspira en los trabajos de Hirshleifer (1988, 1991ay 1991b), supone
dos tipos de agentes (1 y 2) que representan individuos o grupos ile-
gales que han resuelto su problema de accién colectiva. Cada agente
estd dotado de una cantidad fija de recursos R, (i=1, 2) que se puede
asignar en dos tipos de actividades: actividades productivas que
generan produccién util para el consumo —alimentos (B,)—, que son
expropiables, y actividades improductivas, que determinan la distri-
bucién de los primeros mediante la violencia —produccién de armas
(G)—. La restriccién de recursos de cada uno es:

R =BB.+vG; i=1,2 1)

Se supone que el bien productivo de 1 es pan, B, y el de 2 es man-
tequilla, B; 1/B. y 1/, son los coeficientes de insumo de alimentos y
armas de i respectivamente’®. Los agentes tienen preferencias idénticas
sobre la mantequilla y el pan, las cuales son homogéneas de grado 1y
homotéticas, y se representan mediante funciones de utilidad del tipo

* Las funciones de produccién de ambos bienes son lineales en R, para ambos
agentes.
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U=U(B,,B,)*. Dependiendo de sus ventajas comparativas en la produc-
cién y de la produccién de armas prevista de sus contrincantes, los
agentes convierten sus recursos en armas o bienes de consumo, estos
ultimos sujetos a la captura o al intercambio pacifico. Ambos agentes
pueden usar sus armas en el conflicto —cuyo resultado es incierto— o
comerciar sus bienes de consumo bajo la amenaza de conflicto (Ska-
perdas y Syropoulos, 1995, 65). Los autores se preguntan cudnto se
produce de alimentos y cudnto de armas. L os resultados dependen de
los parametros de las preferencias y de la tecnologia —de produccién
y del conflicto— y de las dotaciones de recursos’®. Procediendo con los
supuestos del modelo basico, las funciones de éxito en la contienda
de cada agente son:

p=p(G,,G) € (0,1); p(G,,G) =1-p(G,,G),V(G,,G,) e S, xS,
p, =90p/9G, > 0,y p,=09p/9G, < 0 2

donde S,=[0,R,]y S,=[0,R,] son los espacios de estrategias puras de 1
y 2 respectivamente (las posibles cantidades de armas producidas).

Definicién 1

En general, las funciones de éxito se definen mediante funciones:

4 Como se vera mids adelante, la familia de indices de utilidad relevante en
este caso es la funcién CES. Como es usual, las funciones de utilidad deben ser
céncavas en cada uno de sus argumentos. Cabe aclarar que en las versiones del
modelo de Skaperdas (1991, 1992a y 1992b) y Skaperdas y Syropoulos (1997), éste
no se desarrolla con funciones de utilidad; en cambio, se supone que los bienes
se producen con tecnologias lineales —a través de (1)— y que las cantidades de
bienes finales constituyen insumos —o bienes intermedios—, que no se consumen
sino que se usan para producir un unico bien final. Por tanto, en estas versiones
las funciones de utilidad se sustituyen por funciones de produccién, que cumplen
el mismo papel y presentan las mismas propiedades que las funciones de utili-
dad. En este articulo se utiliza la versién con funciones de utilidad (Skaperdas
y Syropoulos, 1995). Esto implica reescribir algunas de las proposiciones de
Skaperdas (1991, 1992a y 1992b) y Skaperdas y Syropoulos (1997) en términos
de funciones de utilidad.

5 Con preferencias estrictamente convexas no existen soluciones de esquina en el
consumo de bienes, y el equilibrio competitivo implica la existencia de comercio.
En este sentido, el hecho de que cada agente controla su propia “economia”, es
decir, su propio proceso productivo, amplia el horizonte explicativo del modelo,
de modo que se puede interpretar como una variante del modelo ricardiano de
comercio internacional en condiciones de conflicto politico entre los dos socios
comerciales en potencia, en el que cada pais se especializa en la produccién de
uno de los dos bienes utiles.
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p(G) = pi(G, G,i):iglsﬁ [0, 1]

dondei,—ie N={1,2,...,n},y

G-= {(Gl, G, .., G)e xS x Si‘;EK:'O}

Estas funciones deben cumplir las siguientes condiciones formales®:

(C1) X_,p(G)=1,Vie N [condicién logit]”

I(p'(G)) I(p'(G))

(C2) Vie N, G, Fle)

>0y Vi#i,

< O [condicién de fuerzas relativas opuestas]
(C3) Para cualquier permutacién p de N,
pp(i)(G) = p(Gp(l), Gp(z)" . Gp(N))’ Vi€ N [condicién de anonimato]

En esta definicién n=2 para el caso de dos jugadores. Suponiendo que
el ganador recibe toda la produccién de ambos bienes de consumo, y
haciendo U(0,0)=0, los problemas de los agentes en el caso de conflicto
son, respectivamente:

max t'=p(G,,G,) U(B,,B,) (3a)
max ©*=[1-p(G,,G,)]U(B,,B,) (3b)

Aqui es crucial entender que los argumentos de la funcién de utili-
dad esperada (von Neumann-Morgenstern) de cada agente son los
niveles de produccién total de ambos bienes, puesto que la decisién
relevante es determinar cudntas armas se deben producir en caso de
guerra inminente, de manera que se apropie la mayor porcién del
“botin” disponible (dadas las dotaciones de recursos)®.

¢ Ver Salazar (2005) y Skaperdas (1996).

7 Ver Hirshleifer (2000).

8 La homogeneidad lineal de U = U(B,, B,) implica que pU(B,, B)) = U(pB,,
pB,), donde p es la probabilidad de éxito en la contienda. Los argumentos de
U son las cantidades totales de B, y B,, de modo que los niveles de consumo
esperado de los bienes 1 y 2 son E(B,) = pB, =c,, y E(B,) = pB, = c,, respectiva-
mente. Con estas definiciones, se tiene entonces que E[U(B,, B,)] = pU(B,, B,)
~ U(E(B,), E(B,)) - Ulc,, <,).
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DESARROLLO DEL MODELO
EQUILIBRIO: EXISTENCIA, UNICIDAD Y ESTABILIDAD

Despejando B, y B, de (1) y sustituyendo en (3) se pueden maximizar
n'y ©* en funcién de G, y G,, respectivamente, para valores constantes
de la produccién de armas de los contrincantes. En el equilibrio de
Nash se obtienen las siguientes expresiones. Para 1:

o' (G, G))/0G, =xnl'=pU-p'U, *v,/B,<0 4)

donde p’, es el impacto marginal sobre la probabilidad de ganar con
un cambio infinitesimal en la produccién de armas en el equilibrio
de Nash, y -U’, es la variacién de la utilidad marginal derivada de un
cambio infinitesimal en la produccién de armas en el equilibrio de
Nash. Este resultado indica que, en el equilibrio, el beneficio marginal
de un incremento de las armas producidas en unidades de utilidad,
p, U —ceteris paribus—, debe ser igual a su costo marginal en términos
de la pérdida de utilidad derivada de la produccién de pan sacrificada,
pU,-v/B,- Con una interpretacién similar, para el agente 2 se tiene:

a2 (G}, G)/AG,= 1% = -pU'- (1 - p)U,-7,/B,< 0 ° (5)

Elsiguiente teorema, desarrollado por Skaperdas y Syropoulos (1997),
garantiza la existencia del equilibrio de Nash en estrategias puras.

Teorema 1 (existencia)

La existencia del equilibrio de Nash en estrategias puras se garantiza
por el cumplimiento de las dos condiciones siguientes:

(CH V(G,,G),p(G,,G,) e (0,1),
Vv(G,,G),p(G,,G,)=1-p(G,,G,)" [condicién de anonimato]

(C5) p,, ' p<p,? (y equivalentemente para el agente 2 dada (C1) —p,,- (1 — p) =p,?

? Condiciones de Kuhn-Tucker; asi que la condicién de primer orden se deberia
escribir incluyendo las restricciones de las variables de eleccién, G, =0, G,=0
(restricciones de no negatividad) y las condiciones de holgura complementaria,
en este caso '+ G, = 0y ;- G, = 0.

10 Esta parte corresponde a la condicién de anonimato (C3) cuando n = 2.
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Formalmente,
(CHA(C5) = @G, G e S,x S)(VG,e )G, G )=m(G,G ) i—i=1,2
Prueba

Las funciones de pago son continuas porque p(:,-) y U(-,-) son también
continuas y diferenciables. El objetivo es mostrar que la funcién de
pagos de cada jugador es cuasicéncava en sus propias estrategias.
Entonces se sabe (teorema 1 de Dasgupta y Maskin, 1986) que existe
un equilibrio en estrategias puras. De hecho, una condicién suficiente
para la existencia del equilibrio es verificar la concavidad de las fun-
ciones de ganancias de los agentes''. Aunque se debe advertir que la
existencia se satisface para cualquier funcién p que sea céncava en
su primer argumento y para otras que no son demasiado convexas
(Skaperdas, 1991, 117). Por otra parte, la unicidad del equilibrio se
garantiza cuando las funciones de éxito en la contienda tienen la
forma aditiva p(G,,G,) = f(G)/(f(G)) + f(G,)); i=1,2.

Teorema 2 (unicidad y estabilidad)?

Supongamos que se cumplen (C4-C5) (lo que implica la existencia del
equilibrio). Entonces, si existe al menos un equilibrio de estrategias
puras en el interior del espacio de estrategias S, xS,, ese equilibrio es
unico y localmente estable si se cumple la siguiente condicién:

(C6) p(G,,G,) = f(G)/(f(G,) + f(G,)) [condicién de funcién f aditiva]

donde f es una funcién no negativa creciente.

Formalmente,

(C4A(CSA(CE = (BNG,G) e S,x S)(VG, e S)T(G,G)>m(G,G ) i,-i=1,2

1 Se obvia esta prueba por limitaciones de espacio.

12 Ver la prueba en Skaperdas y Syropoulos (1997).
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Teorema 3 (Skaperdas, 1992a y 1992b)

Una condicién suficiente para la unicidad del equilibrio es que ademas
de (C4)-(C5) se cumpla:

(C6) p,p(1—p) + 2p—1p,p,=0
Prueba

Se puede probar que (C6) = (C¢). La condicién (C7) es util en las
pruebas analiticas de estatica comparativa del modelo que se presenta
a continuacion:

(C7) F(G)F(G)/ (G =c,Vie N,VG,e S,
donde c es una constante menor o igual que 1.
ESTATICA COMPARATIVA

Las ecuaciones (4) y (5) muestran que entre mds grande sea la utilidad
marginal del pan, menor es la eficiencia en la produccién de armas, y
entre mas grande sea la eficiencia en la produccién de pan, mayor es
el costo de oportunidad de producir armas. Se confirma la hipétesis
de que el agente que menos contribuye a la produccién y al bienestar
total pero es mds eficiente en la produccién de armas, tiene mayor
probabilidad de ganar. Porque ceferis paribus G’ es de esperarse que
entre mds pequefio sea y/B. (el costo de oportunidad de producir armas
en términos de alimentos) mayor es el nivel de produccién de armas
de equilibrio de iy, en consecuencia, mayor su probabilidad de ganar,
o lo que es lo mismo, mayor su participacién en la utilidad total®’.
Con la funcién de utilidad CES se pueden expresar los resultados de
estitica comparativa:

U(Bp Bz) = I:OLBl(Gil)/c + (1 - OC)BZ(G’U/G]G/G’I (6)

13 Esto se percibe de inmediato para 1 si (4) se escribe como v,/B, =p" U7/pU’..
Puesto que una disminucién en el lado izquierdo de esta igualdad implica una
disminucién en el lado derecho, lo que con los supuestos del andlisis tiende a
ser consistente con un incremento de G, ya que en tal caso U’ disminuye, la
utilidad marginal aumenta (al consumirse una menor cantidad total de alimen-
tos), la probabilidad de ganar aumenta y la derivada de la probabilidad de ganar
disminuye si esta dltima funcién es estrictamente céncava.
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donde o mide la valoracién relativa de los bienes y 6 20, la elasticidad
de sustitucién en el consumo. En lo que sigue, interesa analizar los
efectos de modificaciones en B, v, R y o. Como hay simetria entre los
dos grupos armados, basta hacer el examen para las modificaciones
en los parimetros de 1.

Consideremos primero lo que sucede cuando se presentan dismi-
nuciones en B,: esto significa que una mayor eficiencia en la produccién
de pan aumenta el costo de oportunidad de producir armas y, por tanto,
tiende a disminuir la cantidad de armas que produce el jugador 1,
siempre que la elasticidad de sustitucién en el consumo sea mayor que
1. El papel de la elasticidad de sustitucién es esencial. Una disminu-
cién de B, tiene dos efectos. El primero es similar al de un incremento
de R,, que aumenta la capacidad productiva de armas y bienes utiles.
De hecho, una disminucién de B, incrementa la cantidad producida
de B, por lo que aumenta la utilidad total disponible. Este se puede
considerar como un efecto renta (o un efecto dotacién) y permite li-
berar recursos para la produccién adicional de armas y bienes, ademas
aumenta el beneficio marginal de la produccién de armas. El segundo
esta relacionado con la reduccién de la utilidad marginal derivada
del mayor consumo de bienes ttiles, que representa un contrapeso
al incremento del costo de oportunidad de producir armas'. Este se
puede entender como un efecto sustitucién, porque cuanto mds alta
sea la elasticidad de sustitucién en el consumo, menos disminuiri la
utilidad marginal de B, ante incrementos del consumo de ese bien, o
lo que es lo mismo, porque reducciones muy pequefias de la utilidad
marginal de B, estdn relacionadas con incrementos relativamente
grandes de la cantidad consumida. El efecto neto depende, entonces,
de qué tan fuerte sea el efecto renta frente al efecto sustitucién. Si
este ultimo es relativamente bajo (elasticidad de sustitucién menor
que 1), la cantidad de armas de equilibrio de 1 se incrementa y, en
consecuencia, la de 2 disminuye. Porque en ese caso los incrementos
inducidos en la cantidad producida de B, provocan bajas tan fuertes en
la utilidad marginal de ese bien como para que la cantidad producida
de bienes no crezca tanto y, al mismo tiempo, la cantidad producida
de armas crezca. En cambio, si el efecto sustitucién es relativamente
alto (elasticidad de sustitucién mayor que 1), la cantidad de armas de
equilibrio de 1 se reduce y la de 2 se incrementa. Porque en ese caso

* Es importante tener presente la condicién de primer orden, tal como viene
dada por (4) pero como una igualdad, ya que se obvia la posibilidad de que existan

soluciones de esquina: dn'(G",, G'))/0G,=n", =p U -pU’, -v/B, =0.
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el incremento inducido en B, provoca bajas tan leves de la utilidad
marginal de ese bien que impiden que crezca la cantidad de armas
(y mas bien hacen que disminuya) en equilibrio®. En el caso especial
en el que la elasticidad de sustitucién es unitaria —el caso de funcién
de utilidad Cobb-Douglas—los dos efectos se cancelan, de modo que
las modificaciones en B, son inocuas.

Proposicién 1 (Skaperdas y Syropoulos, 1997)

Supongamos las condiciones (C4)-(C6). Entonces un incremento de la
productividad del bien util que produce el jugador 1 —una disminucién
de B,— reduce (aumenta) la cantidad de armas de equilibrio de ese
jugador y aumenta (disminuye) la cantidad de armas de equilibrio del
jugador2sic>1(c<1). Enel caso en que 6=1,las modificaciones en 1/,
no tienen ningun efecto sobre las cantidades de armas producidas.

Prueba
Diferenciando totalmente (4) y (5) se tiene:

n!,dG; +n' dG] + ﬂ:]lB dp, + w, dyl +m), dR + 7! doe=0 (7)
73,dG +17,dG, + T dB, + 1, dy, + T AR, + 70 do = 0 (8)

En matrices y pasando lo exégeno al lado derecho, se obtiene:
aG]._
dG;

Como es usual, por el teorema de la funcién implicita, se debe probar
que el determinante jacobiano del sistema es distinto de cero para
verificar la existencia de funciones implicitas alrededor del punto de
equilibrio y, asi, garantizar la estatica comparativa. El determinante
jacobiano es [J|=n' - n?,,—7n',,- 7% ,, el cual es mayor que 0. Por la regla

22 12 122

de Cramer, suponiendo que dy,=dR,=do=0y que dB, > 0, se obtiene:

i, dB, - dy, - 7w dR, - ) do] 16 9)
0 dB, - nZZylle dR %, doy

1 1
TCHTC 12]

2 2
anTc 22

0G /0B, = (), ™, - n2 » i )/ |J] (10)

3G /0B, = (1, * mh, - 0}, + - /] 11)

15 Ver la condicién de primer orden.
¢ Cabe advertir que w? , = °,,.
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Por otra parte:

2 1
Y O+ +OY, L MV WYY
o= 1 1 2 1, gl o= 1 ¥2 41 Ip (12)
11 W1( B1B1) o 12 oB BB B,
2 2
Y. of,+ y, + oy > _ TV VLY
2 =2 / 2 2 1 2 2 o=
22 W2\32B2 ) c 12 oB.B.,B3,B,

donde, y, y v, son las participaciones de B, y B, en el gasto total, res-

pectivamente”, E.u =(B,B,/v)(p,/P—P,,/P1)> Y &’2 = (Bsz/yz)(_pz/(l - P)_Pzz/pl)'
Ademais,

! 2
nl,= 120 (c-1y Ty = M(G—l) 13
B B, (13)
' cS]Sl 12 c$]32[31I32

De (12) y (13), en (10) y (11) se obtienen:

: YWY, (L + )

oG [oB, =| — (c-1) 14
1/ 1 |J|ﬁ12B1(BZB2)ZGP y (14)
: T ALY Y1+ 1)

oG [oB, = | — 1-6)
2/ " | 1iIB,B,2(B,B,)o(1-p) (15)

donde r.=1-(f(G)f(G)/f(G)?). Con (C2) se puede probar que 1+r,20
y que los términos entre corchetes son positivos, de modo que:

dG /P20=0621ydG /P20=021

Se deduce que un incremento en la productividad del bien util que
produce 1 (una disminucién de B,) reduce su probabilidad de ganar
en el conflicto si 6> 1. La derivada total de la funcién de éxito en la
contienda en equilibrio con respecto a B, es:

dp . 9G,, . 3G,
2

B,

., "1 op,

17 Como este modelo no analiza los resultados de mercado sino la distribucién
de la utilidad total en presencia de conflicto, y no se definen los niveles de renta
de los dos agentes en términos monetarios, las participaciones del gasto se pueden
definir como y, =B U/U y y,=B,U/U. Hay que tener en cuenta que en el caso
Cobb-Douglas y, y v, corresponden a los pardmetros de valoracién relativa de los
bienes, a y 1-oa. Sin embargo, esto no se tiene que cumplir para otras funciones
de utilidad CES con elasticidad de sustitucién distinta de 1. En general, para la
CES se tiene y,=oB/(aBf + (1 — o)B,?), y y,=(1 — a)B*/(aB + (1 — o)B,?).
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que claramente es positiva cuando > 1, ya que p’, siempre es menor
que 0 y en este caso 9G',/dB, >0y dG',/dp, < 0.

Ahora bien, segtin los supuestos, una reduccién de vy, siempre in-
crementa la cantidad de armas de equilibrio del agente 1 para valores
suficientemente altos de la elasticidad de sustitucién, o, aun para valo-
res menores que 1 no muy pequefios. En ese caso disminuye el costo
unitario de producir armas para 1y, por tanto, su costo de oportunidad
en unidades de utilidad (p'U’,(y,/B,)). El efecto total también se puede
descomponer en dos: un efecto dotacién similar a un incremento de
R, que tiende a elevar la cantidad consumida de armas y de bienes
utiles, y un efecto (que altera la tasa marginal de transformacién)
andlogo al de un incremento de B, que tiende a elevar la cantidad de
armas de equilibrio si 6 > 1. La confluencia de estos dos efectos ex-
plica por qué para valores de 6 menores que 1 y muy pequefios, una
disminucién de vy, puede reducir la cantidad de armas de equilibrio
de 1; en tal caso, el segundo efecto es negativo, puesto que 6 < 1,y
como ¢ es muy pequefia —y en consecuencia cercana a 0— es mayor
que el efecto dotacién, de modo que el efecto neto sobre la cantidad
producida de armas es negativo. No obstante, como valores menores
que 1y muy pequeios de ¢ son poco probables en equilibrio general,
se espera que disminuciones (incrementos) de v, lleven a incrementos
(disminuciones) de la cantidad de armas producida por 1. La siguiente
proposicién formaliza este resultado.

Proposicién 2 (Skaperdas y Syropoulos, 1997)

Supongamos las condiciones (C4)-(Cé6). Si la productividad de la
produccién de armas de 1 crece (disminuye), es decir, si y, disminuye
(crece), la cantidad de armas de equilibrio de 1 crece (disminuye) y
la cantidad de armas de 2 disminuye (crece) cuando o > s, para algin
se (0,1).

Prueba

A partir del sistema matricial dado por (9), por la regla de Cramer,
suponiendo que dB,=dR,=da=0y que dy, >0, se obtienen:

oG’ /oy, =(n' , - nzzﬁ_ e, n11y1)/ 171 (16)
0G"/oy, = (m?, - nlly]_ - n12Y1)/|]| 17)
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Teniendo en cuenta que:

v LAAA
T, = B2B2 [B,Bo+7, 1(\V10+\|12]y1t22Y1=— m (c-1) (18)
11F172

sustituyendo en (16) y (17) con (12) se llega a:

1 —

T L\ A {lel[\vl\vxc—l)pﬂwz+w10><\v1p+%0<1+f2>>]} (19)
o LBIBZBIB»ZW +B.Biofvip +vao(1+1,)

1,202
aG" /Jy, =— TV, VLo1iYe _
2/ 9y L’(BlSB Z(Bsz)G(l —p) e 1[ 1-p)+(c-1)y,(1 ]+ B,B(1 P)} (20)

Como

1,2 2
[m] ¥ [y + w16)(Wip + y,6(1 + 12))] + BBl (wip + wao(1 + 1)]
1M2H212

son siempre expresiones positivas, es claro que 9G'/dy,<0si o> 1,y
que 0G" /9y, sélo puede llegar a ser positivo para ¢ muy pequefios. Es
decir, 9G’ /9y, <0 cuando o > s, para algun se (0,1).

Asi mismo, como

TV VoY
‘J‘( [.))131312([3232)6(1 - P)

y B,B,(1-p) son siempre positivos, 9G',/dy, >0 cuando o > 1, y puede
llegar a ser negativo inicamente para ¢ muy pequefios. Entonces,
9G',/dy, >0 cuando o > s, para algin se (0,1)'%.

Para un 6 no muy pequeo, un incremento de la productividad
marginal en la produccién de armas (un disminucién de y) tiende a
incrementar la probabilidad de que 1 tenga éxito en la contienda. La
derivada total de la probabilidad de que 1 gane con respecto a vy es
negativa,

dp —p BG1+ an
dy; b1 " aYl

8 Si o — 0,0G /9y, = —
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ya que p,<0y cuando o > s para algin se (0,1) 9G',/dy, <0y 9G",/dy, >0,
por la proposicién anterior.

Por otra parte, un incremento de la dotacién de recursos de 1
aumenta la cantidad de armas que produce en equilibrio, porque
dicho incremento tiende a elevar su beneficio marginal de producir
armas en unidades de utilidad y reduce su costo de oportunidad,
pues incrementa la produccién util y reduce su utilidad marginal de
B,, debido a que ésta es decreciente. Asi 1 produce mayor cantidad
de armas, tal que su produccién de bienes ttiles y de armas aumenta.
En cambio, ese mismo hecho induce a 2 a producir menor cantidad
de armas para valores de o suficientemente bajos porque, a pesar de
que el incremento de R, también eleva su beneficio marginal, cuanto
mds pequefa (grande) sea la elasticidad de sustitucién, mas grande
(pequena) es la complementariedad entre los dos bienes de consumo,
de modo que mayor (menor) es el costo de oportunidad en términos
del producto sacrificado —en tanto que U’, asciende—, y por ello 2
tiende a producir menos (mds) armas. En principio, la cantidad que
produce de B’, no tiene por qué alterarse.

Proposicién 3 (Skaperdas y Syropoulos, 1997)

Supongamos (C4)-(C6). Un incremento (descenso) de la dotacién de
recursos de 1 siempre aumenta (disminuye) su produccién de armas,
mientras que la cantidad de armas que produce 2 disminuye (au-
menta) para valores no muy grandes de la elasticidad de sustitucién
en el consumo.

Prueba

A partir del sistema matricial de (2,10), utilizando la regla de Cramer
y suponiendo que df, =dy,=da=0y que dR, >0, se obtienen:

3G, [oR, =(m}, 'Tchl -1, 'niRl)/m (21)
aG*2/8R1 = (3, ~TciR1 T 'ﬂéRl )/Ul (22)

Luego de algunas operaciones algebraicas se tiene que:

1 LA 7R (

752\[’1\4/2\(2 > >
=Y (6-1)=0s0=1
e (B1B1)20 < <

W10 +) >0y que ngRl - B1B1B2Bao

(23)
Sustituyendo (23) en (21) y (22) se llega a:
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17'52 2
9G1 /oR; =| =T VIVINY ) (4 4oy )+ (1 - yrya + oy
o j(B1B2B1B2)* o ' ' ' (24)
G5 /oR, = ELAT [Ewi(o—1) +yi(y2 + o))
|{(B1B1)* (B2B2)o (25)

Por (C5),&; y &, son positivos y 9G 1/0R; > 0 tal que:

3G, /oR; 50 < 03(51 —y2)/(w1 +&1) 19

Asi, la probabilidad de éxito de 1 aumenta cuando aumenta su do-
tacién de recursos para valores suficientemente bajos de o, esto es,
cuando o < (&, —y,)/(y, + &), lo que implica que o < 1. En este caso, la
derivada total de la probabilidad de que 1 tenga éxito en la contienda
es:

dp _ < 9G; - 0G,

ar PR, P,

que para valores negativos de 9G",/dR, es siempre positiva. Pero si ¢ es
relativamente alta (o> (§,—y,)/(y, +&))), de modo que dG'/oR, >0, puede
no serlo. En el caso de bienes sustitutos perfectos, por ejemplo, la
probabilidad de éxito de 1 no se modifica cuando se incrementa su
dotacién de recursos. Esto se debe a que la utilidad marginal de B,
y la de B, son constantes, de modo que aunque la cantidad de armas
que produce 1 crece debido al incremento de su beneficio marginal,
no compensa el incremento de la que produce su rival; que produce
mads armas porque su beneficio marginal también crece, mientras que
su costo de oportunidad se mantiene constante porque (1-p)U’,(v,/B,,)
es constante e igual a (1-p)(1—a)(v,/B,)*. Sibien la cantidad de armas
de 1 crece, no crece tanto como en otros casos, porque su costo de
oportunidad de producir armas (p'U’,(y/B,)) no disminuye cuando se
incrementa R, sino que es constante e igual a p'a(y,/B,)-

¥ En Skaperdas y Syropoulos (1997) aparece, por error, una expresién
aniloga a 9G'/0R, 2 0 & o 2 (y,-€)/(y,+£) y no la que figura arriba.

2 En ambos casos, el incremento de R, aumenta el beneficio marginal de
producir armas porque se incrementa la produccién de bienes tutiles y su
utilidad total.
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A pesar de lo anterior, se puede probar que si ademds de (C4)-
(C6) se cumple (C7), la probabilidad de que 1 tenga éxito es siempre
estrictamente creciente en su propia dotacién.

Por dltimo, se puede probar que un incremento de a disminuye
la cantidad de armas que produce 1 y aumenta la cantidad de armas
que produce 2, de modo que disminuye la probabilidad de que 1 gane
en equilibrio para cualquier valor de . Este es el efecto de mayores
niveles de utilidad marginal referido al comienzo de esta seccién, ya
que una mayor valoracién relativa de B, implica ceferis paribus una
mayor utilidad marginal de este bien para cualquier nivel de consu-
mo, lo que induce a producir menos armas en equilibrio porque se
incrementa el costo de oportunidad de producirlas. Asi mismo, una
menor valoracién relativa de B, implica ceferis paribus una menor
utilidad marginal de este bien, lo que induce a que 2 produzca mis
armas en equilibrio porque el costo de oportunidad de producirlas
disminuye. Esto es indiscutible puesto que a pesar de la modificacién
de o la utilidad total se mantiene inalterada, porque la funcién CES es
lineal homogénea. La siguiente proposicién y su prueba formalizan
este ultimo resultado que no se expone formalmente en ninguno de
los articulos publicados por Skaperdas y Syropoulos.

Proposicién 4 (cambios en la valoracion relativa de los bienes ttiles)

Supongamos una funcién de utilidad lineal homogénea como la CES.
Para cualquier valor de o, un incremento (descenso) de la valoracién
relativa del bien tutil que produce un jugador siempre lleva a un descen-
so (incremento) de su produccién de armas, mientras que la cantidad
de armas que produce su rival se incrementa (disminuye).

Prueba

Consideremos el sistema matricial de (9). Utilizando la regla de Cra-
mer y suponiendo que dB,=dy,=dR, =0 y que da > 0, se obtienen:

BG; /a(x = (M - T, _7‘22 ’nia)/ljl (26)
3G, [der = (1, -y — g - o) /|| (27)

Luego de varias operaciones algebraicas, utilizando la funcién de uti-

lidad dada por (6) en las condiciones de primer orden y derivindolas
con respecto a o, se llega a:
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A 2 L Ty,

Mo =T - BB, 2 T o(1-a)B,pB, (28)

Sustituyendo estos resultados y (12) en (26) y (27) se llega a:

1.2 2 2
aG* /aa:_ TV, YiYs (& +y )<0 (29)
! o1 —Oﬁ)‘j‘BﬁzzBle ’ ’
. anczl]I Z\V 2
an/aa: 1 Vol 1o (& +y;)>0 (30)

of1- (X)|j|612B2B12B2

Se deduce que un incremento en la valoracién relativa de o disminuye
la probabilidad de éxito de 1. La derivada total de p con respecto a
o es:

dp’ _ - 0G, . 9G,

do o P oo
. . 1 9G, . .
que sin lugar a dudas es negativa, ya que — ~<0,~ *=>0,p; >0y p, <0.

REINTERPRETACION DEL EQUILIBRIO Y ALCANCES DEL
MODELO BASICO

Este modelo propone un caso especial®’, con p(G,,G,) = f(G)/(f(G,) +
f(G))), en el que luego de algunas operaciones algebraicas las condi-
ciones de primer orden se pueden expresar asi:

N(GOAG)/(F(G) + f(G)) <e(G,,G)s1,j=1,2 (31)

donde n,(G) es la elasticidad de f con respecto a la produccién de ar-
mas de i; n,(G) = £(G))(G/f(G)), un indicador del impacto del esfuerzo
bélico sobre la probabilidad de ganar y del tipo de economias de escala
de la macrotecnologia del conflicto, en funcién de G.&(G,,G,) es la
elasticidad de los costos imputados (en unidades de utilidad) de la
produccién de armas®. Esta presentacién general de las condiciones

21 Se trata de un caso muy general en el que la elasticidad puede no ser
constante.

22 Mis exactamente, £(G,,G,) =U,- (v/B)G/U, donde U, (y/B) es el costo de pro-
ducir una unidad adicional de armas en unidades de utilidad. Esta elasticidad
es la inversa de la elasticidad de escala imputada (en unidades de utilidad) de
la produccién de armas de i, y depende de G,y G,, ya que U y U, también de-
penden de G, y G,.
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de primer orden se inspira en el modelo de incentivos en torneos de
Rosen (1986). La utilizacién de estas elasticidades en su modelo es
lo que permite obtener una condicién paramétrica compacta para
la existencia y caracterizacién de un equilibrio en estrategias puras.
Pero la importancia de su trabajo no sélo radica en que se trata de un
modelo dindmico de conflicto —de hecho, es quizd el primer modelo
dindmico de conflicto, incluso anterior al de Hirshleifer (1988)—,
sino en que ambas elasticidades, n.(G) y €(G,,G,), son los pardmetros
clave para hallar los perfiles de equilibrio de cualquier modelo de
conflicto en equilibrio general (dindmico o estdtico), en términos
del beneficio marginal de la produccién de armas y de su costo de
oportunidad con respecto a otros bienes. La primera elasticidad es
el famoso pardametro m al que se refiere Hirshleifer (2000, 776), un
parametro de firmeza (decisiveness) que muestra el grado en que un
mayor esfuerzo contribuye al éxito de la batalla. Si las funciones de
impacto del esfuerzo en la contienda, f, tienen elasticidad constante
con respecto a G’ las condiciones son:

mf(G)/(f(G)+ f(G))=<e(G,,G)1,j=1,2 (32)

donde m es el parametro de las funciones de éxito en la contienda,
en el caso de /a forma de razon*. En las confrontaciones militares, un
m bajo corresponde a combates donde la defensa es prioritaria. En el
frente occidental de la Primera Guerra Mundial, el atrincheramiento
y las ametralladoras dieron lugar a un bajo pardmetro de firmeza m.
Durante el periodo 1914-1918, incluso ataques con una gran superio-
ridad de fuerzas, escasamente hicieron retroceder las lineas del frente
enemigo con un altisimo costo en hombres y material. Pero durante
la Segunda Guerra Mundial, la aviacién, los tanques y la infanteria
mecanizada permitieron concentrar el poder bélico ofensivo mds rapi-
damente que el defensivo, lo que acentud el efecto de la superioridad
de fuerzas (Hirshleifer, 1995, 32) y configur6 una macroteconologia
del conflicto con un m alto. Pero, ¢qué valores de m son bajos o altos?
Hirshleifer (1995 y 2000) precisa que en el caso de funciones de éxito
con la forma de razon existen rendimientos marginales decrecientes en
G, (ceteris paribus), si m<1. En ese mismo caso, si m>1 hay un rango
inicial de rendimientos marginales decrecientes en G, (ceferis paribus)

23 Las funciones de éxito en la forma de razén son funciones aditivas del tipo
p(G,, G, =p(G/G,) = ((b,G)™/(b,G)™ + (b,G,)™), donde b,>20; i=1,2, es un parimetro
que muestra la efectividad concreta del gasto en armas de i.
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y luego un punto de inflexién en p=(m—1)/2m, o lo que es lo mismo,
en G, =((m-1)(bG)™/(1+m))"™, a partir del cual hay rendimientos mar-
ginales crecientes. De modo que en este caso un m relativamente alto
(o bajo) es aquel mayor que 1 (o menor o igual que 1).

En general, el pardmetro m?* —es decir, la elasticidad n,(G)— no es
exclusivo de uno o varios jugadores, sino que es correlativo a todo el
sistema. Esto asegura que Vie N,VG.=Gn.(G,) =nG, dondeGes un nivel
idéntico para todos los jugadores que puede corresponder al perfil de
equilibrio de Nash (G',,G") y, en el caso de elasticidad constante, que
por razones obvias es muy recurrente en la literatura®®, Vie N,n,(G,) =
m. Cuando el equilibrio de Nash es simétrico, de modo que Vie N,
VG,=G, n(G)=n(G)y p=1-p=0,5, la ecuacién (32) queda asi:

n(G')<2e(G,G,)i=1,2 (33)

Este resultado muestra que siempre que se obtenga un equilibrio simé-
trico, la elasticidad de firmeza, n,(G,) (correspondiente a m), es el doble
de la elasticidad de los costos imputados (en unidades de utilidad) de
la produccién de armas, £(G,, G,). La ecuacién (33) corresponde a la
condicién de no falla en el modelo dindmico de incentivos en torneos
de Rosen (1986) —en el caso de rivales con iguales niveles de talento—,
que garantiza que los competidores tengan incentivos suficientes para
seguir en los torneos al terminar una ronda. De hecho, en ese modelo
no existe equilibrio simétrico en estrategias puras si no se cumple la
condicién (33), pero en desigualdad estricta. De ser asi, los jugadores
tendrian incentivos para retirarse y, en consecuencia, no existiria un
miaximo global.

En este sentido existe una simetria entre el modelo de Rosen y
el de Skaperdas y Syropoulos, que confirma que los dos andlisis co-
rresponden a la misma familia de modelos, o a la misma sucesién de
modelos para usar los términos de Koopmans. Propongo entonces
una hipétesis metodoldgica: es posible pensar que la teoria econémica
estd constituida por varias sucesiones de modelos, como expresiones
heuristicas de los desarrollos teéricos de los diferentes programas de
investigacién. Estas sucesiones de modelos son ramificaciones de una
sucesiéon fundamental a la que hace referencia el propio Koopmans:

24 También se podria suponer que hay asimetrias en m, pero no es frecuente
hacerlo. Por ejemplo, Hirshleifer (1995) considera esta posibilidad.

25 Es andlogo al caso CES en el analisis tradicional de la tecnologia de pro-
duccién.
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los modelos basicos de eleccién racional y de posibilidades de produc-
cién, y los que resultan de su conjugacién en el anilisis de equilibrio
general?. Los modelos de Skaperdas y Syropoulos, Hirshleifer, Rosen,
y Dixit serian una de estas sucesiones?.

Ahora bien, si se define ¢,(G,,G,) =p,G,/p como la elasticidad de la
probabilidad de que 1 tenga éxito en la contienda con respecto a su
produccién de armas (y ¢,(G,,G,)=p,G,/(1-p)) como la de 2), entonces,
como p,G,/p=n(G)(1-p) en el caso de 1 (y —-p,G,/(1 —p))=n(G,)p en el
caso de 2), la ecuacién de equilibrio de Nash (31) también se puede
escribir asi:

0(G,,G,) <£(G,,G,),i=1,2 31)

donde la solucién del juego estitico del modelo basico de conflicto
y formacién de Estados exige, para todos los agentes, que la elasti-
cidad de la probabilidad de ganar en la contienda con respecto a la
produccién de armas sea menor o igual que la elasticidad de costos
imputados (en la produccién de armas), dadas las mejores respuestas
de sus contrincantes. Naturalmente, en el caso de soluciones interiores,
la desigualdad se convierte en una igualdad. Ahora bien, lo importante
es que se trata de una forma general —mads general que la de Rosen
(1986)*— porque no tiene que ser un equilibrio simétrico y, ademds,
no se limita al caso de funciones con elasticidad de firmeza constante,
como el modelo de Hirshleifer (1995 y 2000). Por esto, se puede con-
siderar que el modelo de Skaperdas y Syropoulos es el mis general de
la teoria econémica del conflicto y de la formacién de Estados. Para
sustentar esta hipétesis hay que responder las siguientes preguntas:
spertenece el modelo de Hirshleifer a la misma familia de modelos?,
¢si existiera simetria entre éste y el de Skaperdas y Syropoulos, cual
seria mds general?, ;qué valores de m garantizan la existencia, estabi-
lidad y unicidad del equilibrio en el tltimo?, y ¢cudl es la relacién, si
existe, entre las condiciones de existencia, unicidad y estabilidad del

26 Segun el famoso ensayo sobre la construccién del conocimiento econémico de
Koopmans, los primeros modelos de esta sucesién fundamental son el de eleccién
bajo certidumbre, el eleccién bajo riesgo de von Neumann-Morgenstern, el de
eleccién bajo incertidumbre de Leonard Savage, el modelo bisico de posibilida-
des de produccién, el modelo de anilisis de actividades y el modelo basico de
equilibrio general competitivo.

27 Dixit (1987) presenta una versién de equilibrio parcial del modelo de Ska-
perdas y Syropoulos.

28 Ver la ecuacién (33).
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equilibrio en el modelo bésico de Skaperdas y Syropoulos y las del
modelo basico de Hirshleifer (1995 y 2000)?

Para responder la primera pregunta es necesario precisar los con-
ceptos, pues para Hirshleifer el objeto de disputa en la guerra es la
cantidad total de recursos, mientras que para Skaperdas y Syropoulos
las cantidades de cada grupo estian dadas y son inalienables; lo que es
expropiable en este caso es la utilidad derivada de la cantidad total de
bienes consumidos o el volumen de produccién de bienes finales. Por
otra parte, en el modelo de Hirshleifer el proceso distributivo es de
naturaleza dindmica, lo que no es del todo evidente, pues las varia-
bles no incluyen ningin subindice temporal, en especial la ecuacién
de particién de recursos, que deberia ser R, =p,R?%; pero Hirshleifer
obvia los subindices temporales, lo cual hace pensar que su modelo
estd incompleto. Las precisiones anteriores garantizan la existencia del
equilibrio distributivo en el reparto de los recursos totales: la condicién
de estabilidad dindmica (m<1) y la existencia de una tasa de éxito de
equilibrio (de estado estacionario), (p,/p,) = (f/f,)™" = (Hirshleifer,
1995, 33)°. Obviar este componente dindmico implicaria aceptar que
la condicién de estacionariedad de la ecuacién de reparto de recursos
sobra, si el modelo fuera realmente estatico’'. Ademais, Hirshleifer
propone otra condicién cuya relevancia se manifiesta en un contexto
dindmico: la condicién de viabilidad, que establece que los ingresos
o productos finales obtenidos por cada competidor, Y, deben ser al
menos iguales a un minimo, y, esto es, Y, = y. El cumplimiento de esta
condicién implica que los competidores pueden obtener un ingreso
minimo que garantiza la supervivencia y la integridad institucional
de los grupos. Con estas dos condiciones se configura un algoritmo
de solucién en el que no sélo cuenta la optimizacién —la eleccién del
balance éptimo entre esfuerzo productivo y esfuerzo destructivo de

* En la notacién de Hirshleifer, p, no es la primera derivada de la funcién
de éxito en la contienda de i con respecto a su produccién de armas, sino la
funcién de éxito en la contienda de i. Es decir, en Hirshleifer, p(G,,G,)=p,, y 1
- p(G,,G,) =p,- En lo que sigue, cada vez que me refiera a Hirshleifer, manejaré
su propia notacién de la funcién de éxito en la contienda, excepto que se indi-
que lo contrario.

30 Aqui, f,=G/R, i=1,2. Ver las ecuaciones (7b) y (8) de Hirshleifer (1995), y
las ecuaciones de (7)-(9) de Hirshleifer (2000).

31 Por eso propongo que esta condicién y los subindices temporales implicitos
en la ecuacién de particién de recursos se pueden obviar para que los modelos
sean “isomérficos”, al menos en un escenario estiatico. Un modelo verdaderamente
dindmico si podria considerar esta condicién y dar un cardcter intertemporal a la
ecuacién de reparto de recursos, bien sea en tiempo discreto —como se propone
arriba— o en tiempo continuo, dependiendo de cémo se defina el tiempo.
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cada agente—, como en el modelo de Skaperdas y Syropoulos, sino
también el dominio publico de la probabilidad de éxito de estado
estacionario por parte de los agentes, que de acuerdo con la tasa de
éxito de equilibrio corresponde a p,=f./(f,™+ f,™), ademds del cumpli-
miento de la condicién de viabilidad.

Pero, spor qué estas condiciones no cumplen ningin papel en el
modelo de Skaperdas y Syropoulos? En primer lugar, en todos sus
trabajos sobre el modelo bésico siempre se hace énfasis en su cardcter
estdtico y por ello no se puede aplicar una ecuacién como R, =p R.
Por eso mismo, la condicién de viabilidad es innecesaria, porque en
un juego de una sola etapa no importa si uno de los jugadores no
sobrevive, acabando con la anarquia imperante. En segundo lugar,
como la utilidad derivada del consumo de bienes finales es el objeto
del reparto, la condicién de distribucién se especifica implicitamente
con la definicién de una funcién de utilidad esperada linealmente
homogénea, E(U)=U(B,,B,), la cual implica que U(pB,,pB,)=pU(B,,B,).
Utilizando la restriccién de recursos, se tiene:

UpR/B, —7/B,- G, PR/B, =1/B,-G))) = pUR/B, = v/B,- G, (R/B,—v/B,- G,))

Asi, si se empleara una versién normalizada de la restriccién de re-
cursos, como se hace en el modelo de Hirshleifer, definiendo:

1=Be+vf;i=1,2% 1)
en vez de:
R =BB,+vG;i=1,2 (1)

se tendria:

U(PRl(l/Bl_Y1/|31 'fl)y PR2(1/B2 - Yz/Bz fz)) =PU(R1(1/B1_Y1/[31 . fl)) R2(1/Bz_ Yz/Bz f2>)
< U(pR.e,;,pR,e,) =pUR e, R.e,))

Pero aqui no cabe ninguna ecuacién de particién de recursos, porque
en Skaperdas y Syropoulos las dotaciones de recursos de cada agente
estan dadas y son inalienables. A esto se suma una complicacién adi-

32 La tnica diferencia con la notacién de Hirshleifer (1995 y 2000) es que en
vez de definir ¢, = B/R y f, = G/R, él define ¢, = E/R y f, = F/R, y en vez de es-
cribir los costos unitarios como B, y v, los denota como a, y b, respectivamente.
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cional para buscar una simetria entre los dos modelos: las funciones
de produccién definidas en el modelo de Hirshleifer para cada uno
de los agentes, que corresponderian a las funciones de utilidad del
modelo de Skaperdas y Syropoulos, tienen como dnico argumento
al recurso utilizado por cada grupo para producir bienes finales, ep.R
=eR, y, ademads, no son linealmente homogéneas como las funciones
del primer modelo si su pardametro h (de productividad) estd entre 0y
1, o si es mayor que 1*3. En estas circunstancias, y considerando estas
funciones de produccién como funciones de utilidad, se tendria U(ep.R)
<p,U(e,R) 0 U(e,pR) > p.U(eR), respectivarnente, pero no U(ep,R)=p,U(eR).
Entonces, para comparar los dos modelos se debe usar el modelo de
Hirshleifer para el caso en que h=1, el caso de homogeneidad lineal
(andlogo al del modelo de Skaperdas y Syropoulos), aunque con un
s6lo bien de consumo. El dnico tipo de funcién de utilidad (en prin-
cipio, en funcién de un tnico bien) que satisface este requisito (en el
modelo de Hirshleifer) seria del tipo E(U)=U(pB,) =B,=¢p.R, de modo
que se cumpla que:

U(epR)=p,U(eR) & E(U) = epR

Asi mismo, se debe obviar el caricter dindmico del modelo de Hirs-
hleifer, y, en consecuencia, las condiciones de tasa de éxito de estado
estacionario y de viabilidad. La ecuacién de reparto de recursos seria
R =pR, sin considerar ningin subindice temporal. No obstante, ;qué
tan astringente es esta consideracién para el modelo de Hirshleifer?
Eso no me parece problemadtico sino aclaratorio, pues en un escenario
estdtico estas condiciones se deben obviar. Por dltimo, para poder
comparar los dos modelos conviene concentrarse (para ambos) en el
caso simétrico en el que los coeficientes de zzpur de los dos grupos son
iguales B,=B,=B,y v,=7,=7, las dotaciones de recursos son iguales R =R,
=R/2 (esto unicamente para el modelo de Skaperdas y Syropoulos, ya
que en el de Hirshleifer éstas se determinan endégenamente y resultan
idénticas para ambos), y también los pardmetros de valoracién relativa
de los bienes consumidos, de modo que a=1-0=0,5. En el equilibrio
de Nash se tiene que e,=¢,=¢ y que f,=f,=f en ambos modelos.
Estas consideraciones permiten presentar el modelo de Hirshleifer
en forma simétrica al de Skaperdas y Syropoulos, y se puede afirmar

33 Me refiero a la ecuacién (4) de Hirshleifer (1995) o a la ecuacién (6) de
Hirshleifer (2000), Y, = E* =(eR)* h>0;i=1, 2.
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que ambos pertenecen a la misma familia o sucesién de modelos.
Asi, el primer modelo se puede concebir como un caso particular
del segundo, en el que el consumidor representativo es indiferente
frente a consumir el bien final que produce por su propia cuenta o
el que produce el grupo competidor. Los agentes (en conflicto) se
apropian primero de una parte de los recursos y luego producen, de
modo que no son propensos al intercambio y, por ello, en principio
no es posible, al menos sin consideraciones adicionales, extender el
andlisis para considerar el comercio entre los dos agentes, como se
hace en Raffo (2006)**. En el modelo de Skaperdas y Syropoulos,
los agentes primero producen cierta cantidad de armas o bienes me-
diante su tecnologia y sus dotaciones de recursos y luego comercian
o se apropian de una porcién de la cantidad total de bienes produci-
dos (o de la utilidad total). Esto facilita el desarrollo del analisis del
comercio y, por ende, de una teoria econémica del conflicto®®, por
cuanto se sigue, en realidad, el esquema bésico de cualquier modelo
de teoria pura del comercio internacional: los recursos son inméviles
y por ello inalienables, mientras que los bienes finales son méviles, y
por ello transables, y en este caso expropiables. Pero, como predice el
teorema de igualacién de precios de los factores, no es necesario que
los recursos (factores) sean méviles para que sus precios se puedan
igualar, porque es como si se transaran contenidos en los bienes fina-
les*®. En este caso no es necesario que los recursos sean expropiados
directamente, porque cuando se expropian los bienes es como si se
expropiaran los recursos indirectamente.

Esto proporciona otros elementos para pensar que los dos esque-
mas analiticos hacen parte de la misma familia o sucesién de modelos.
En efecto, se puede mostrar que hay un caso especial del modelo de
Skaperdas y Syropoulos en el que los resultados de ambos modelos
son totalmente coincidentes: el caso en que se suponen preferencias
de bienes sustitutos perfectos. Consideremos la CES genérica en el
caso de grupos simétricos:

U(Bl, Bz) — [O,5Bl(071)/0 + O’B’B2 (0'*1)/0]0'/ o-1 (6’)

3 Ademais, en el modelo de Hirshleifer sélo se emplean funciones de éxito en
la contienda con elasticidad de firmeza constante (en la forma de razén).

35 Ver Raffo (2006).

3¢ Segtn Samuelson (1948): “no interesa si la montafia no va a Mahoma siempre
y cuando Mahoma pueda ir a la montafa”.
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que, si se supone que o tiende a infinito, se reduce a:
U(B,,B,)=B,+B, (6”)

Precisamente la funcién de utilidad del modelo de Hirshleifer con
las consideraciones mencionadas, de modo que E(U)=pB,=peR=pR,
i=1,2. Para probarlo, observemos que en el modelo de Skaperdas y
Syropoulos (con la notacién en términos intensivos) (6”) es U(B,,B.)
=eR, +¢eR,.

Puesto que en ambos modelos los recursos totales son R=R, +R,,
la expresién anterior queda U(B,,B,)=eR, +e(R—R,) = eR; lo que implica
que la funcién de utilidad esperada es equivalente a la del modelo de
Hirshleifer en equilibrio: E(U)=peR=eR?".

Cabe reiterar que en el modelo de Skaperdas y Syropoulos no se
aplica la condicién de estabilidad dindmica, m <1, de modo que no hay
una relacién directa entre la condicién de estabilidad del modelo de
Hirshleifer y las condiciones de existencia, unicidad y estabilidad de
aquél. Sin embargo, la condicién suficiente de existencia del teorema
1 si restringe los posibles valores que puede tomar el parimetro m
o, en general, la elasticidad de firmeza n.(G’), que se puede concebir
como la primera proposicién de la teoria econémica del conflicto,
pues retoma elementos analiticos de la existencia del equilibrio para
la familia de modelos examinada.

Lemal

Si se trabaja con funciones de éxito en la contienda en la forma de
razon, la constante ¢ de (C7) corresponde a (n(G") - 1)/n,(G"), es decir,
F(GYF(G)/F(G)=(m-1)/m, V,e N, VG,e S..

Prueba

Calculando las derivadas respectivas a partir de f(G,) = (b,G)™.

3 Como se trata del caso de equilibrio simétrico, R, = R, = R/2, se puede ver

que U(B,,B,) =eR/2 + eR/2 = cR.
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Proposicién 5

Si se trabaja con funciones de éxito en la forma de razén, una con-
dicién suficiente para la existencia del equilibrio de Nash es que la
elasticidad de firmeza n(G’") sea constante e igual para las funciones
de éxito en la contienda de los dos agentes, y que satisfaga:

s 1%(GG) G yque m>— 1 96,(G,Gy) Gy (34)
p 9G  £(G,G)) (1-p) 3G,  &(G,G))
Prueba

La constancia e igualdad de m para los dos agentes se deduce de (C7)
teniendo en cuenta el lema 1. Por otra parte, con un poco de dlgebra
se puede probar, utilizando las condiciones de primer orden tal como
se expresan en (32), que las funciones de pagos de 1 y 2 son céncavas
siy sélo si:

_13(GLG) G o1 (GG G

L ym2> 2
p G, £(G,,G,) (1-p) dG, £,(G,,G,)

m 2>

En consecuencia, como la concavidad de las funciones de pagos de los
agentes es suficiente para la existencia del equilibrio —segtin el teorema
1, se infiere que las dos desigualdades anteriores (para m constante)
son condiciones suficientes para la existencia del equilibrio.

Las expresiones de,/0G, - G'//e, y 9e,/9G,- G’ /¢, de las desigualdades
de (34) corresponden a las elasticidades de las elasticidades de los
costos imputados de 1y 2 con respecto a G, y G',. Por tanto, las dos
desigualdades de la dltima ecuacién no son triviales: implican que una
condicién suficiente para la concavidad de la funcién de pago de i es
que m >0 y que la elasticidad de sus costos imputados (de produccién
de armas en unidades de utilidad), £(G,,G,) =U.- (v/B)G/U, crezca o sea
constante a medida que su produccién de armas se incrementa. Esto
exige que los costos marginales imputados de producir armas sean
crecientes o constantes y que los costos totales imputados de producir
armas sean cuasiconvexos. Pero si se cumple (34), la concavidad de la
funcién de pagos de i también se puede satisfacer cuando la elastici-
dad de sus costos imputados decrece con la cantidad de armas. No
obstante, lo normal es que la elasticidad de costos imputados de un
agente crezca cuando aumenta la cantidad de armas que produce,
debido a la existencia de una utilidad cuasicéncava o céncava. Como
e(G,,G,)=(U,- (v/B,)G)/U, un incremento en G, hace crecer ¢(G,,G,) si
la utilidad es céncava, ya que ceteris paribus disminuye la cantidad
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producida de B, y por ello U, aumenta y U se reduce. De modo que
una condicién suficiente para la existencia del equilibrio es que la
elasticidad de firmeza sea positiva y que las funciones de utilidad
sean cuasicéncavas.

Corolario 1

Una condicién suficiente para la existencia del equilibrio es que m>0y
que £(G,,G,) sea creciente en la cantidad de armas producida por i.
Por dltimo, como el modelo de Hirshleifer es un caso particular
del modelo de Skaperdas y Syropoulos, los teoremas 1 y 2 también
garantizan la existencia, la unicidad y la estabilidad del equilibrio
del primer modelo. Hirshleifer (1995, 35) confirma que para él tam-
bién era claro que la estabilidad del equilibrio y, en consecuencia, su
existencia se satisfacen cuando las funciones de reaccién de los dos
competidores son céncavas en una vecindad del equilibrio.

CONCLUSION

El anilisis de las condiciones de equilibrio de los modelos de Ska-
perdas y Syropoulos, Hirshleifer, y Rosen revela simetrias que per-
miten considerarlos como miembros de una misma familia o de una
misma sucesién de modelos —si se acoge la hipétesis de Koopmans
de considerar a la teoria econémica como una sucesién de modelos,
mutatis mutandis. Sin embargo, en un analisis estdtico, el modelo de
Skaperdas y Syropoulos es la estructura analitica mds general, por
lo que se puede considerar —al menos hasta ahora— como el modelo
candnico de la teoria econémica del conflicto y de la formacién de
Estados, a partir del cual se pueden desarrollar nuevas extensiones de
la teoria, intentando alcanzar un mayor nivel de realismo a medida
que se avanza en la investigacién.

Debido a lo anterior, es conveniente expresar las condiciones de
primer orden del modelo y las condiciones suficientes para la existen-
cia de equilibrio (condiciones de segundo orden) en términos de las
elasticidades fundamentales: la elasticidad de firmeza y la elasticidad
de los costos imputados de la produccién de armas. De hecho, la
utilizacién de estas elasticidades permite inferir que, para que exista
equilibrio en el modelo, es suficiente que la elasticidad de firmeza (el
parimetro m) sea positiva y constante, y que las funciones de utilidad
de los agentes sean cuasicéncavas.
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