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Resumen

En este documento se deduce la ecuacion diferencial parcial no lineal de valo-
racion de un derivado financiero, esto en el contexto de un mercado en el cual
los precios de los activos son influenciados por la liquidez y las estrategias
dindmicas de negociacion de un gran operador. Para esto se caracteriza la diné-
mica del precio del activo subyacente y se considera la condicién de ausencia
de arbitraje. La liquidez del mercado es estocdstica y sigue un proceso con
reversion a la media tipo Ornstein-Uhlenbeck.

Palabras clave: mercados iliquidos; ecuacién no lineal de Black-Scholes;
efectos de retroalimentacién; gran operador; proceso Ornstein-Uhlenbeck;
valoracién de derivados.

Clasificacion JEL: C02, C65, G10, G12.

Abstract
This document deduces the nonlinear partial differential equation for pricing
a financial derivative, within the context of a market where asset prices are
influenced by liquidity and the dynamic trading strategies of a large trader.
The dynamics of the underlying asset price are characterized, and the absence
of arbitrage condition is considered. Market liquidity is stochastic and follows
a mean-reverting Ornstein-Uhlenbeck process.

Key words: Illiquid markets; nonlinear Black-Scholes equation; feedback
effects; large trader; Ornstein-Uhlenbeck process; derivative valuation.
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Introduccion

Desde el punto de vista regulatorio, los mercados de capitales gozaron de una
considerable libertad a finales del siglo XX y comienzos del siglo XXI, situacién
que puso en evidencia multiples fallas de mercado, reflejadas en eventos como
la profunda crisis de liquidez que se desat6 con la recesion econdmica de 2008.
Buena parte del cardcter global de esta y otras crisis econdémicas, como el lunes
negro (1987), la crisis asiatica (1997), la crisis rusa (1998), y el colapso del fondo
LTCM (Long-Term Capital Management), estd asociada a la creciente interde-
pendencia entre los mercados de capitales de las economias del mundo. Esta
perspectiva transnacional muestra la importancia de contribuir a la estabilidad
del sistema financiero global, cuya sostenibilidad depende de las instituciones
que participan en él. Buscando este objetivo, un camino que cobra relevancia
desde el punto de vista cuantitativo es tratar de mitigar la probabilidad de que
estas instituciones incurran en pérdidas por riesgos inesperados o no capturados,
que se materializan cuando los modelos financieros que utilizan para valorar y
gestionar el riesgo de los activos que negocian no son validos en la praictica.

A pesar de sus limitaciones, el modelo estdndar de Black-Scholes sigue siendo
uno de los esquemas de valoracién de derivados mas utilizados por los partici-
pantes del mercado financiero. Una de las limitantes de este modelo es suponer
que los mercados son perfectamente liquidos, es decir, asumir que el tamaio del
monto negociado de un activo no repercute en su precio, lo que no se valida
empiricamente. En este trabajo se elimina este supuesto al considerar un modelo
de mercado donde la liquidez se incorpora como un factor estocéstico que afecta
directamente el precio de los activos. También se caracterizan las estrategias de
negociacion de un “gran operador”, cuyo volumen de participacion puede afectar
los precios del mercado. Se extienden trabajos anteriores desarrollados en esta
misma linea tematica al incorporar un factor de liquidez que sigue una dindmica
de reversion a la media descrita por un proceso de tipo Ornstein-Uhlenbeck, y
se aporta a la literatura al encontrar las condiciones de no arbitraje asociadas y
establecer la ecuacion diferencial parcial de valoracion correspondiente.

El resultado de esta investigacion complementa y se incorpora directamente a
los trabajos de Frey y Patie (2002), Frey y Polte (2011), Bordag y Frey (2008) y
Moreno Trujillo (2020), y el esquema propuesto permite caracterizar la relacion
entre la dindmica del proceso de precios del activo subyacente, las estrategias de
negociacion y la dindmica del proceso de liquidez. Ademas, la obtencién de la
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ecuacion diferencial parcial de valoracion permite el contraste con otros modelos
de liquidez imperfecta.

El documento tiene la siguiente estructura. En la primera seccidn se describe
al gran operador presente en el modelo de mercado y se caracteriza su estrategia
de negociacion. En la segunda seccion se describe el modelo liquidez deter-
ministica propuesto por Frey (2000) con sus principales resultados extendidos
al caso de tendencia no cero. La tercera seccion presenta el trabajo de Monch
(2005) que motiva la seleccién de un modelo estocéstico para al liquidez. La
cuarta seccion justifica la seleccion de un proceso Ornstein-Uhlenbeck para la
modelacion de la liquidez y establece las principales caracteristica de este tipo
de proceso. En la quinta seccion se presenta y desarrolla el modelo de mercado
con liquidez estocéstica descrita por un proceso Ornstein-Uhlenbeck, caracteri-
zando la dindmica de los precios y las condiciones de no arbitraje en este caso.
En la sexta seccion se establece al ecuacion diferencial parcial no lineal de valo-
racion correspondiente a este modelo de mercado. En la séptima y tltima seccion
se presentan algunas conclusiones y extensiones.

1. El gran operador y su estrategia dinamica de
negociacion

En un mercado financiero con liquidez perfecta se puede replicar el precio
de cierto activo derivado negociando de manera activa un portafolio conformado
por el activo subyacente y dinero en efectivo. Encontrar dicha estrategia de ne-
gociacion dindmica es el paso esencial para llegar a las ecuaciones de valoracion
mads conocidas como, por ejemplo, las ecuaciones de valoracion de opciones del
modelo Black-Scholes (véase Trujillo [2022] para su derivacion). En este trabajo
se considera el mismo procedimiento de replicacion en mercados financieros con
estrategias dindmicas de negociacion, ¢(t, S;), es decir, estrategias que determi-
nan el nimero de unidades del activo subyacente que se deben tener como una
funcién del tiempo ¢ y el precio del activo S;. Las estrategias dinamicas de ne-
gociacién de este tipo tienen una importancia central en la teoria de valoracién y
son populares en la practica financiera. Los coberturistas las usan para cubrir el
riesgo de sus exposiciones, los arbitradores para explotar las diferencias en pre-
cios del mercado de derivados y los inversores para crear portafolios sintéticos
que reproduzcan un perfil de pagos que se ajuste a sus necesidades. Ademads
del campo de coberturas y valoracién, los administradores de portafolio de la
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industria de seguros utilizan estrategias dindmicas de negociacioén para cubrirse
en contra de movimientos adversos en los precios. De igual forma se aplican en
el andlisis de inversiones para maximizar la utilidad esperada de estrategias de
inversion.

Al relajar el supuesto de liquidez perfecta del modelo Black-Scholes (BS),
asumiendo que no todos los agentes del mercado son tomadores de precios, es
necesario estudiar el efecto de sus estrategias de negociacion sobre los precios
de los activos dado que, en este caso, cualquier cantidad negociada del activo
que subyace a la estrategia puede afectar sus precios y volatilidad en el mer-
cado. En la literatura que estudia la interaccion entre la liquidez y las estrate-
gias de negociacién de un gran operador, dos aproximaciones son prominentes.
En la primera, se considera un modelo de equilibrio general donde se deriva el
proceso de precios del subyacente después de tomar en cuenta la oferta y de-
manda agregada por el mismo y la estrategia de negociacion de los agentes. Al-
gunos ejemplos de esta aproximacion son los trabajos de Frey y Stremme (1997),
Platen y Schweizer (1998), Ronnie Sircar y Papanicolaou (1998) y Wilmott y
Schonbucher (2000), en los cuales el impacto de la negociacién sobre los precios
y la liquidez del mercado se obtienen de manera endégena. En la segunda aproxi-
macion, se plantea la liquidez como una fuente de riesgo obtenida de manera
exdgena, véase Cvitani¢ y Ma (1996).

En la préctica, la tarea de seleccion y estimacion de las funciones de oferta
y demanda de los modelos de equilibrio es ardua, debido a la subjetividad en
el proceso de definiciéon de funciones que representen las expectativas de los
agentes, asi como la precaria disponibilidad y el alto costo de la informacion
de mercado necesaria para calibrarlas. Ademds, las restricciones sobre la es-
pecificacion de estas funciones supone un problema adicional desde el punto de
vista de la interpretacién de su sentido econdmico. Esto requiere especificar la
informacién de los agentes en la economia, sus motivos para operar, su apren-
dizaje y formacion de expectativas. Por otro lado, desde la perspectiva del fun-
cionamiento del mercado financiero, es un hecho que los inversores son sensibles
a la prima de liquidez asociada con sus inversiones y, por lo general, tienden a
liquidar su posicion en un activo si su iliquidez excede cierto limite. Asi, intuiti-
vamente, a medida que la profundidad del mercado de un activo se contraiga, es
decir, aumente su iliquidez, serd cada vez menos atractivo poseer el activo puesto
que también aumenta el riesgo de materializar una pérdida ante la creciente in-
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capacidad de liquidarlo. Por lo tanto, es util plantear un modelo que capture
explicitamente el nivel de liquidez en los precios del activo.

En este trabajo se asume que existe un gran agente inversor, arbitrador o es-
peculador en el mercado y que se denominara gran operador. Este agente no es
precio-aceptante o tomador de precios, por el contrario, influencia los precios de
mercado, puesto que su tamafio o volumen de negociacion es grande comparado
con el volumen de 6rdenes de participantes del mercado que son tomadores de
precios o porque la otra parte del mercado cree (con algin nivel de probabili-
dad), que el gran operador tiene informacion superior. El gran operador puede
ser una unica institucién grande o puede pensarse como una coalicién de opera-
dores actuando conjuntamente. Un gran operador es un agente con los recursos
suficientes para que valga la pena tener en cuenta el efecto del volumen de sus
operaciones en el mercado y suele predominar en mercados pequefios. Ademas,
un gran operador puede tener un efecto significativo en los precios y, por tanto,
podria preferir escoger una estrategia de negociacién que tenga en cuenta el im-
pacto en los precios de su propio comportamiento. Asi pues, es razonable de-
sarrollar un modelo que contenga un gran operador, que describa un mercado
con una fuente de riesgo de liquidez exdgena y analizar las consecuencias de sus
acciones en los precios.

2. El modelo con liquidez deterministica

En el trabajo de Frey (2000) se propone un mercado con un activo riesgoso
(normalmente una accién o un indice sobre acciones) que por simplicidad se de-
nominard simplemente activo, y una inversion libre de riesgo con tasa de interés
cero llamada el bono. Se asume al bono como activo numerario y a su mercado
con elasticidad perfecta, es decir, las compras o ventas del bono en cantidades
arbitrarias no afectan su precio. El precio del activo, en unidades del numerario,
estd modelado como un proceso estocdstico {.S; }+>o sobre un espacio de proba-
bilidad filtrado (2, F, P; { F; }+>0)-

Existe un unico gran operador, inversor o coberturista cuya actividad influ-
encia el proceso de precio del activo subyacente. Este agente busca, a través de
una estrategia de negociacion dindmica, replicar un derivado pactado sobre el
activo y con vencimiento en 7. Se modela directamente la dindmica de precios
que resulta si el gran operador escoge una estrategia de negociacion del activo
¢ = ¢(t,S;) € CH%([0,T] x R). Agregando la deriva, es decir, haciendo j; # 0,
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para ser mas general comparado con Frey (2000), el proceso de precios de la
accion estd descrito por la ecuacién diferencial estocastica (EDE):

S, = Se_dt + oS, dW® + pS,_dp", (1)

donde p; es una funcion continua del tiempo, {Wt(s)}tzo €s un movimiento
Browniano estdndar asociada al activo subyacente y definido sobre el espacio
de probabilidad filtrado. S;_ denota el limite por la izquierda, lim,,_,;- S,. Con
¢ se representa el nimero de unidades del activo en poder del gran operador y
¢* denota la versién continua por la derecha de este proceso, lim,_,;+ ¢,. La
constante 0 > ( representa la volatilidad del subyacente, y el pardmetro p > 0
(el parametro de liquidez constante del mercado) se asocia con el nivel de ili-
quidez. Dado que un aumento en p significa que la liquidez se contrae, 1/(pS;)
mide la profundidad del mercado en ¢, es decir, el tamano de la variacion en
la posicién en activo que mueve al precio en una unidad. Si el gran operador
no negocia, ¢ = 0, o si p = 0, se llega al modelo estdndar BS con deriva p y
volatilidad o. Los saltos a la baja de la estrategia de negociacién estan acotados
por A(bfr) = ") — ¢ > —1/pconp > 0y 0 < p < p para asegurar la
no-negatividad del precio de la accion.

Para simplificar la notacién se cambia el subindice ¢{— por ¢ para S'y se omite
el superindice (+) para ¢, esto es posible dado que ¢(t, S;) € C'2. Por el lema
de Itd tenemos que do(t, S,) = 2dt + g—idSt %g%fg(d&)z y reemplazando en
(1) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1. Suponga que el gran operador usa una estrategia de negociacion
dada por ¢(t,S;) € CY? y ademds que pStg—;l < 1 para todo t, entonces para
dos funciones by v la EDE (1) satisface

dSt = b(t, St)Stdt + V(t, St>Stth (2)
donde:
1 96 1 s, \ 0%
0 0¢
b t,S = ¥ + _ + — ’ 3
(¢, 5t) (1—pSt§—§i) He T+ p ot 2<1—P5t§—§> 952 3)
o
v(t,S) = ———55- 4)
! 1 —pStg—i
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El teorema anterior caracteriza la dinamica del precio del activo riesgoso y
su volatilidad asumiendo que la estrategia de negociacion del gran operador esta
dada por una funcién suave ¢(t,.5;). Se observa el efecto de retroalimentacion
de la estrategia dindmica del gran operador sobre la volatilidad, la cual, debido
a la actividad de negociacion del gran operador, se transforma de una volatilidad
constante o en una volatilidad dependiente de ¢t y S;. Si la estrategia del gran
operador sugiere comprar mas del activo ante alzas del precio, g—g > (), entonces
v(t,S;) > o, es decir, para este tipo de estrategia se tiene un efecto desestabi-
lizador porque se refuerza el efecto de los precios subiendo o cayendo. Por otro

lado, si g—i < 0 entonces v(t, S;) < o.

La figura 1 muestra la simulacién de cincuenta posibles trayectorias del pre-
cio, simuladas a partir del esquema descrito por las ecuaciones presentadas en
el teorema anterior. Para estas simulaciones se considera una estrategia de ne-
gociacién dindmica ¢(t, S;) = Ope?*S;%, que es la forma general considerada
por Merton y Samuelson (1992), y aproximacién de Euler sobre las EDE des-
critas. En particular, se simulan las trayectorias para el caso g—g’t > 0.

Figura 1. Simulacién del precio del activo en un mercado con liquidez deter-
ministica.
Fuente: elaboracion propia.

En la figura 2 se muestra la simulacién de cincuenta posibles trayectorias del
precio considerando g—g < 0.
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Figura 2. Simulacién del precio del activo en un mercado con liquidez deter-
ministica.
Fuente: elaboracion propia.

En trabajos posteriores, Frey y Patie (2002) generalizan el modelo de Frey
(2000) considerando la liquidez como una funcién continua dependiente del pre-
cio p(S;), y estudian numéricamente su impacto sobre el costo de cobertura y las
sensibilidades de opciones europeas.

3. El modelo con liquidez estocastica

En el trabajo de Monch (2005) se generaliza el modelo de liquidez constante
de Frey (2000) y la extensién de Frey y Patie (2002), modelando la liquidez
como un factor estocdstico independiente del nivel de precios. En este caso,
las estrategias de negociacion del gran operador dependen del precio del activo
riesgoso y de este factor de liquidez.

En este caso, el proceso de precios del activo riesgoso estd descrito por la
EDE:
dSt = MtStfdt + O'St,th(S) + pt5t7d¢£+), (5)

donde p; es un proceso estocastico continuo cuya dindmica sigue la ecuacion:

dpr = n(t, p)dt + v(t, p)dW (6)
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con th(S)th(p ) = ~dt para un -~y arbitrario y constante. Reescribiendo las
dindmicas en (5) y (6) considerando la descomposicion de Cholesky de la matriz
de correlacidn, se obtiene:

S, = Sy_dt + oS, dW, + piS,_de\ ™ 7
dpy = n(t, p)dt + v(t, p)ydW; + v(t, p)\/1 — y2dW,, (8)

siendo W y W dos movimientos Brownianos estdndar independientes. Con-
siderando una estrategia de negociacién del activo ¢ = ¢(t, Sy, p;) € CH22([0,T]>
R) sobre la cual se aplica el lema de It6 y se reemplaza en (7) para obtener el
siguiente resultado.

Teorema 2. Suponga que el gran operador usa una estrategia de negociacion
dada por ¢(t, Sy, p;) € CY*? y ademds que pStg—i < 1 para todo t, entonces la
solucion al sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas (7) y (8) satisface:

dSt = b(t, St, pt)Stdt + U(t, St, pt)Stth —+ @(t, St, pt)Stth7 (9)

dpy = n(t, pe)dt + v(t, p)ydWy +v(t, pe)V/1 — ’YQth, (10)
donde:
_ Pt ) ¢ | 19%¢. 2 | 10%6Q2(,2 | =2
WS =1 05 28) Lo o T e T aa 25200 (V0T
2 —
S gt <'yv + 1= ’yzv)] Can
¢
o VPig,,
U(t, St;pt) = +’Y be 5 (12)
1-— Ptstaa—i 1 - Ptstaa—;;
¢
_ VPty,,
O(t, S pr) = /T =22 (13)
1- ptSta—St
La volatilidad instantdnea total v, es igual a:
2 (90 99
0?4+ v2p; (T&) + 2vovpig
Utot(ta Sta pt) =V U2 + @2 = ) (14)

1- ptStg—g’;
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La correlacion instantdnea corrsg,, entre los procesos S, y p; estd dada por:

CYwH 1= thg—ier

corrg,p(t, S, pr) = — = )
Vo2 + 02 2
\/ o2+ 120} (22) + 290vp 22

(15)

Este teorema representa el proceso de precio bajo el modelo de liquidez es-
tocastica. Aqui se describe el efecto de la estrategia dindmica del gran operador
sobre las volatilidades instantdneas de los procesos de precios. También se des-
cribe la volatilidad total v;,; y la correlacion entre el proceso de precio y el de
liquidez.

4. Liquidez estocastica descrita como un proceso
Ornstein-Uhlenbeck

Aunque no existe un consenso sobre la manera mas adecuada de representar
la liquidez, la literatura ha adoptado un amplio rango de medidas para represen-
tarla, y los efectos de hacerlo han generado resultados distintos (véase Aitken y
Comerton-Forde (2003)). La adopcion de un proceso estocéstico de reversion a
la media para representar la liquidez evita tener sobredependencia de cualquier
medida en particular. Por tanto, para tener mayor objetividad y consistencia en-
tre estudios, en este trabajo se modela la liquidez de manera estocéstica descrita
mediante un proceso con reversion. Un ejemplo relevante de este tipo de mode-
lacion es el trabajo de Feng et al. (2014), que asumen que la liquidez como un
proceso estocdstico de reversion a la media, a la vez que desarrollan un modelo
de valoracién de opciones usando esta especificacion generalizada.

En el presente trabajo, la nocién de liquidez se entiende como la liquidez
especifica de un activo, no una liquidez agregada. Se toma como proxy de la
liquidez la medida propuesta por Amihud (2002), que también es empleada por
Brunetti y Caldarera (2004) y Feng et al. (2014). Esta medida puede estimarse
como el retorno de un activo riesgoso, en general, una accién o indice de mer-
cado, dividido por su volumen negociado. Como ejemplo, en la figura 3 se ob-
serva como el comportamiento de la liquidez del indice accionario S&P 500
fluctda de manera estocdstica alrededor de una media.
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Figura 3. Dindamica de la liquidez medida como el cociente entre el retorno del
indice S&P 500 y el volumen de las acciones que lo componen. Muestra desde
enero 2021 hasta junio 2022.

Fuente: elaboracion propia con histérico de precios y volumen tomados de Ya-
hoo Finance.

Un proceso estocdstico que captura el comportamiento aqui observado de
la liquidez, y que es ampliamente usado en otras aplicaciones en finanzas y
otros campos del conocimiento es el proceso de reversion a la media Ornstein-
Uhlenbeck (OU). En el campo de modelos de volatilidad estocastica, algunos tra-
bajos como Stein y Stein (1991), Schobel y Zhu (1999), Zhu (2013) y Barndorft-
Nielsen y Shephard (2001) utilizan este tipo de proceso para modelar la dindmica
estocéstica de reversion a la media observada en la volatilidad del precio de ac-
tivos riesgosos y estudiar su impacto en el precio de opciones. Mds adelante, en
el campo de estudio del impacto de la liquidez sobre los precios y las estrategias
de negociacion de los agentes del mercado, Monch (2005) sugiere la especifi-
cacion de la dindmica de la liquidez como un proceso estocdstico de reversion a
la media. Siguiendo esta linea de desarrollo, en este trabajo se modela la liquidez
de manera estocdstica e independiente del nivel de precios. No obstante, aqui el
parametro de liquidez especifico del activo riesgoso es gobernado por un proceso
estocdéstico de reversion a la media de tipo OU.

De acuerdo con lo anterior, se considera que la liquidez instantanea p; puede
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describirse como

dp; = k(0 — p)dt + odW, (16)

donde {W};}>¢ es un movimiento Browniano referente a los choques aleatorios
sobre la liquidez; « es la velocidad de reversion a la media de la liquidez; 6 es
el valor de equilibrio o nivel de media al que tiende la liquidez en el largo plazo
y o es el nivel de volatilidad o magnitud promedio de los choques aleatorios de
la liquidez. La EDE (16) puede ser resuelta por el método del factor integrante.
Expresando la ecuacidn de la siguiente manera:

dpt + Hlptdt = kOdt + O'th. (17)

y multiplicando ambos lados de la ecuacion (17) por el factor integrante definido
como e, se tiene:

e"dp, - e pydt = " kOdt + e adW,. (18)

Por la regla del producto se reescribe (18) como

dle™ - p;] = e kbdt + " adW;. (19)
Integrando ambos lados de (19) desde 0 a t,
t t t
/ dle™ - p;| = / e kOdt + / etadW,. (20)
0 0 0

La solucion a la EDE (16) que define el proceso OU para 0 < s < t es entonces:

t
pr = poe "+ 0(1 —e ") + a/ e =) g, 21
0

asumiendo p constante. Para cualquier sy t fijos, la variable aleatoria p;, condi-
cional a pg, se distribuye normal con media:

t
Elp] =E |poe™™ +0(1 —e™™) + 0'/ e_”(t_s)dWs}
0
= poe " +0(1 — e ") (22)

y varianza que resulta, por isometria, en:
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V(g =E [(po — E[p])’] = E

t 2
(0 / e"‘(ts)dW5> ]
0

_ 0_2 /t e_gﬁ(t—s)dt — 0_2 (1 _ €—2f$t) . (23)
0 2K

5. Modelo con liquidez estocastica
Ornstein-Uhlenbeck

En esta seccidn se describe la dindmica del precio de un activo riesgoso incor-
porando un factor de liquidez estocdstico descrito como un proceso de reversion
a la media OU. Luego se establece la relacion entre el proceso de precio del ac-
tivo riesgoso y la dindmica de la liquidez. Por ultimo, se identificara la condicion
de no arbitraje dentro del modelo para establecer una ecuacion diferencial parcial
(EDP) de valoracién de un derivado financiero pactado sobre el activo riesgoso.

5.1. Dinamica de precios

Partimos de considerar que el proceso de precios satisface la EDE:

dS, = uS,_dt + o S,_dW> + p.S,_do ™. 24)

y que la dindmica de p estd dada por el proceso de reversion a la media OU
descrito en la seccion anterior:

dpy = k(0 — po)dt + dW " (25)

con
AW S aw P = yat (26)

para un valor de -y arbitrario pero constante; p es el pardmetro de liquidez y
1/(psS;) mide la profundidad del mercado en ¢. La velocidad de reversion a
la media de la liquidez es x > 0, el nivel medio de largo plazo de la liquidez
es 6, y el nivel de volatilidad de la liquidez es &, los las cuales se toman como
constantes. Se asume que el proceso permanece estrictamente positivo para pg >
0. Para garantizar que el precio del activo riesgoso es estrictamente positivo
en todo momento, se asume que p estd acotado por arriba con una barrera p,
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es decir, p < p, tal que, ﬁdgbgﬂ > —1. Reescribiendo la dindmica usando la
descomposicién de Cholesky (Trujillo, 2022), se tiene:

dSt = MSt_dt + O'St_th + ptSt_d¢§+), (27)
dpy = k(0 — p)dt + 5ydW, + 5/ 1 — 2dW, (28)

donde W; y W, movimientos Brownianos estdndar independientes y una estrate-
gia de negociacion suave ¢ = ¢(t, Sy, p;) € CH*2([0,T] x R). Aplicando el
lema de Itd a ¢(t, Sy, p;) resulta:

Oy Oy Oy ¢y
It dt+a—&d5t+a—td t‘f‘asta 01

82¢t 82¢t 2
+ = { 352 (dS;)* + 527 dt] (29)

doy = (dS - dpy)

Reemplazando (29) en (27) y sustituyendo dp; por (28) se tiene,

1 0oy 0oy
ds, = W { (a + oYpr—=— 9, > Sy dWy + & —8 tStth
06, 00 B0 1,0,
P K ot T 00 27 o )
1 82¢t 2 a th
+§W(d5t) + 95,0p1 (dS; - dpt):| } (30)

asumiendo que p;S; 5 ad’t < 1. Usando la solucién de prueba:

dSt = b(t, St, pt)Stdt + U(t, St, pt)Stth + 'D(t, St, pt)Stth (31)
y comparando los coeficientes se llega al siguiente resultado.
Teorema 3. Suponga que el gran operador usa una estrategia de negociacion
dada por ¢(t, Sy, p;) € CY*? y ademds que pStaa—éi < 1 para todo t. Entonces

la solucion al sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas (27) y (28) satis-
face:
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dS; = b(t, Sy, py)Sedt + v(t, Sy, pr)SedWy + ©(t, S, pe)SidWs, (32)

dpt = KJ(Q — pt)dt + 5"Yth + 6'\/ 1-— ”}/Qth, (33)
donde:
o+ py 991 5 oy
O(t,Sr. pr) = —— (34)
L= mSigs,
[eloly 2
_ OPrgo, V1=
o(t, Sy, pr) = B : (35)
T - pSiS
Pt K 0y 8¢t 0py 1 0? Ot _o
b(t = — + k— .
(7St7pt) —ptstad)t |: + ot + 8 00 8pt+28pta
10%, s 0%
S; S \/1— 36
+2852 ( )+ to-astat’yv—’— ’.)/U:|> ( )
Dado que:

b(t, Sta pt)dt

P |:(lu+%+ w020 p%+1a¢t 2>dt-

1 — pS; 52 ot dpy "op, 2 Op?
1 82¢t 2 82¢t
595z U5+ Gg g, 45 dp t)} ’ GD

la variacion cuadrdtica es:

(dSy)? = v*S2dt + v SPdt = SE(v? + v%)dt

, [0+ 5058 + 20906
=S s dt (38)
(1— ptStaSt)
y
dSt . dpt = 'Usta"}/dt + T)Stﬁv 1-— ’}/th = Sta'<'}/U + 1-— '}/273)dt
TPt + 0
= 5,0 tap—% dt. (39)
- PtSt -
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Si¢p # 0y p # 0 la estrategia de negociacion del gran operador tiene un
efecto sobre las volatilidades instantdneas v y © asi como en la volatilidad total
y la correlacion entre los dos procesos.

Con p = 0 0 ¢ = constante se llega al modelo cldsico de BS con deriva p.
Asumiendo el mercado perfectamente liquido, es decir, p; = 0, tenemos que los
coeficientes de la ecuacion 32 resultan en:

v(t, S, pr) = o, (40)
o(t, S, pr) =0, 41)

olox 0y Oy 10%¢;

b(t, Si, pr) = —pt5t8¢t e e Y + PR s — PLkp ps +Pt2 50

¢t 2 52
1—
+pt2852S(U+ )+ptSt085tat'yv+\/ ¥20)

= 1, (42)

con lo cual llegamos al escenario cldsico de BS donde la dindmica de precios del
activo riesgoso esta dada por

Hay dos tipos basicos de estrategias de negociacidon por considerar. Por un
lado, el gran operador puede usar una estrategia de retroalimentacion positiva,
0t

es decir, g > 0. Esto significa comprar el activo riesgoso cuando su precio

estd subiendo o venderlo cuando su precio cae. Por otro lado, una estrategia de
retroalimentacion contraria, es decir, g%z < 0, supone comprar el activo ries-
goso cuando se deprecie y viceversa. A mayor iliquidez en el mercado, el gran
operador tendrd una menor posicion sobre del activo riesgoso debido a limites
internos o regulacidn externa, sin importar si este considera una estrategia de
retroalimentacion positiva o contraria. Esto sucede por ejemplo, con una insti-
tucién gubernamental o un fondo de inversidn colectiva que solo tiene permitido

invertir en acciones que son parte de un indice altamente liquido.

Con B"” # 0y p > 0, cuanto mas iliquido se torne el mercado, mas querra
cerrar su p031c1on el gran operador, es decir, vender las posiciones largas y
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comprar las cortas. En el primer caso, empezando con un ¢ positivo, ¢ es
mondtonamente decreciente en p. En el segundo caso, comenzando con un ¢
negativo, ¢ es mondtonamente creciente en p. Por consiguiente, a medida que
p tiende a infinito ¢ se estd acercando a cero en valor absoluto (la posicion del
gran operador se ha cerrado casi completamente).

En el caso de que la liquidez no tenga impacto sobre la estrategia de nego-
ciacion del gran operador, 3 % = 0, desaparecen U y el segundo sumando de
v. Bajo este escenario se llega a una aproximacion del escenario deterministico
de Frey (2000), donde el efecto de retroalimentacion se incorpora a través de
pStaa—g. La diferencia radica en la aleatoriedad de p, lo que supone que la sensi-
bilidad del precio del activo riesgoso sobre la actividad de negociacion del gran

operador no es constante.

En adelante se asume que ¢ -el nimero de acciones en la posicion del gran
operador- es positivo tal que a¢z es negativo sin importar que la estrategia de
negociacion sea de retroalimentacidn positiva o contraria. La volatilidad ins-

tantanea total vy, es igual a

\/02 + &2 pt (gf) + 2705ptaa—:i
Utot(ty St, pt) =V U2 + 1_)2 = . (44)

L= piSigg

La covariacién instantdnea corrg,, entre los procesos Sy y p; estd dada por:

ds; - dpy :Wv—l—\/l—v% 5pt§—,j’;+w
SV dt VU2 + 02 \/02 gy %

COTTS,P(t7 St7 Pt) -
—) + 27v0¢
(45)
El argumento de la raiz cuadrada es no-negativo dado que |y| < 1. Ademas,
puede verse que si ¥ = 0 implica que v < vy, U < 0y no implica que los
procesos estén no-correlacionados. Mads atn, no puede alcanzarse corrg, =
Eery

., . . vpt
0 para una eleccién deterministica de . Se alcanza solo si v = —% en

los casos de un p deterministico y v = 0, o si para v = 0 se considera una

estrategia de negociacion independiente de p, es decir, para g—i = (. Por otro
— J— 1 — v

lado, corrg, = %1 no se alcanza con v = =1 sino con y = Wt
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Asumiendo liquidez perfecta, p, = 0, se llega al escenario clasico de BS. La
volatilidad y correlacion instantdneas resultan en:

Viot(t, Sty pr) = Vo2 +0 =0, (46)

yo+ /1 =720 @7
Vo? +0? B
La volatilidad total en (44) es una funcién decreciente en -y, puesto que a¢ <
0, mientras que el pardmetro de correlacion en (47) es una funcién creciente de

~. Para una estrategia de retroalimentacion positiva se satisface que la volatilidad
total

COTTS,p(t> Sta Pt) =

9o \° d
Vgot > | 0% + 523 (—¢) + 2706pt—¢. (48)
Ipt Ipi
La expresion a la derecha de la desigualdad es mayor o igual a 0 (numerador
dela volatilidad total en el caso de Frey [2000], véase la expresion [4]) siy solo si
v < apt a¢ |. Ademads, la volatilidad instantdnea v;,; es mayor a o (volatilidad

en BS) para v < (. Para una estrategia de retroalimentacion contraria se cumple
que:

9o \? 0
Utot < \/0'2 + 5—2pt2 (%) + 270‘0’pt8—¢ (49)
t t

que es menor o igual a o siy solo si 1 > v > s-5p a¢ |. Entonces, también

para v < 0 la volatilidad instantanea v,,; €s mayor a o (Volatlhdad en BS).

5.2. Condicion de no arbitraje

Ahora se considera el escenario en el que el gran operador quiere replicar o
cubrir un derivado financiero V' = V(¢, S;) con vencimiento en 7" > 0 y pago
V(T, S7) = h(Sr) donde el precio de su activo subyacente sigue la dindmica
establecida por la EDE (31).

Para alcanzar su objetivo, el gran operador constituye una estrategia dindmica
de negociacion autofinanciada, II;, con un activo riesgoso S; y un derivado V.
La estrategia I, estd dada por un par (¢, w;) de procesos adaptados con ¢; y w;
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denotando respectivamente las unidades del activo riesgoso y el derivado en el
portafolio en el tiempo ¢.

II; = ¢Sy + wi V. (50)

El cambio marginal del portafolio estd dado por

dHt = ¢tdSt + wth, (51)

donde dV'(t, S;) se encuentra al aplicar el lema de Itd
v ov 10°V
dV = —dt + —-dS; +
ot a5, T 205
Reemplazando dS; por (31) con b = b(t,Si, pi), v = v(t, S, pr) y O =
0(t, Sy, pt) se tiene:

—cz (dSh)%. (52)

ov ov 10°V -
dV = a—dt + — 85 (bStdt + UtStth + UStth) 5@82( 2 + 'UQ)dt. (53)

Organizando términos se tiene:

ov oV 10%V 9 _o\ 2 ov oV -

dV = 825 +b8—5'tSt+ 5(‘9—5}2“} + v )St:| dt+va—&5tth+Ua—&Stth
(54)

Entonces, utilizando (31) y (54) en (51), la dindmica del portafolio, dIl;, es:

- ov oV 10%V
dHt = ¢t(bStdt + UtStth + ’DStth) + Cdt{ |:E + bgs + = 5 852 (U +v )SQ:| dt -
19)% oV
+Ua—&stdwt + UaSt Stth}

(55)

Realizando las operaciones y reagrupando términos podemos reescribir la
ecuacion (55) de la forma:

ov
)bStdt + (¢t + W 85 )UStth

oV 10%°V
ot 2 0S?

oV
= (¢¢ + wt@S

oV -
(¢t + Wt~ )UStth + Wt

—2 2
a5, (v* )S; (56)
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Para eliminar el riesgo proveniente del Browniano bidimensional (W, W)
basta con lograr que ¢; + wtg—; = 0. Las combinaciones (¢, w;) que hacen esto
posible son infinitas, asi que en particular se considera la estrategia de cobertura

delta (¢, wy) = (— gg , 1) logrando que (56) resulte en:

oV 10°V

dil, = ot ' 2082

(v? + 0%)S?| dt. (57)

En ausencia de arbitraje, la dindmica del portafolio resultante sin riesgo (57)
deberia ser equivalente al cambio marginal del portafolio inicial que renta a la
tasa libre de riesgo, ¢, en un intervalo de tiempo dt, esto es,

ov

6. Ecuacion diferencial parcial no lineal

Tomando en consideracion la condicién de no arbitraje derivada en la seccion
anterior, se igualan los cambios marginales del portafolio libre de riesgo, (57) y
(58), y se obtiene la siguiente ecuacidn diferencial parcial de valoracion:

%z+1( _2)526‘/ oV

L 9s2 a5S,

—rV=0 ; V(T,Sr)=h(Sr) (59)
Teniendo en cuenta que

a¢ 2

v+ 0% = (60)
(1- ptSta_St)
y dado que ¢; = = A, entonces
op  O*V 0¢ 0?V
e =T — = . 1
9s, ~ 252 Y op "~ 9S.0p 1

Reemplazando (60) y (61) en (59) se tiene que la EDP no lineal de valoracion
del derivado V'(t, S;) con pago V (T, Sy) = h(St) resulta en:
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2
— 82‘/ 2V
ov 1 0-2 + 20_0—pt735z8pt +o ’Ot (85t8pt> 82 ov
ot 2 (1— peS )2 0S5} a8,
(62)

El siguiente teorema generaliza el resultado anterior (62) para el problema de
replicacion del derivado del gran operador.

Teorema 4. Suponga que para un punto fijo del proceso de volatilidad del activo
Utot, hay una solucion Ve C*2([0, T]| x R") de la siguiente ecuacion diferencial
parcial no lineal:

2 2
B |t S ey )| SIS A=rsV =03 VT, Sr) = h(S)

(63)
Entonces, la estrategia de negociacion autofinanciada del derivado V (t, Sy) y
la estrategia de negociacion del activo ¢; = A es una estrategia perfecta de
replicacion o cobertura del derivado con pago h(Sr).

La caracteristica clave de esta EDP es que el riesgo del modelo, representado
por la volatilidad Utot, depende de la segunda derivada de la solucion V/, es decir,
el gamma, y de 55—~ s a , elementos que le conceden el caracter de no linealidad.

Este tipo de EDP no lineal permite estudiar los distintos tipos de riesgos,
en general, el riesgo de modelo, que surgen de la verosimilitud limitada de los
supuestos del modelo BS. En el campo de valoracion de opciones, varios proble-
mas son descritos con EDP no lineales que incluyen, entre otros, modelos de
volatilidad estocastica, de correlacion local, modelos con costos de transaccion
o con tasas diferenciadas, hasta problemas de ejercicio 6ptimo de opciones, in-
certidumbre de parametros, calibracion de smiles de volatilidad y ajustes de valo-
racion por riesgo crediticio.

Para resolver problemas no lineales normalmente se recurre a métodos numé-
ricos como el de diferencias finitas. Sin embargo, estos sufren de la llamada
maldicién de la dimensionalidad (a medida que crece el nimero de activos o
variables dependientes, el tiempo computacional resulta costoso). Una alterna-
tiva con menor dependencia de dimensionalidad son los métodos basados en
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simulacion, como el método de Monte Carlo. Otra herramienta de resolucion
son las aproximaciones numéricas de ecuaciones diferenciales estocdsticas ha-
cia atrds o BSDE (backward stochastic differential equation). Las BSDE son
representaciones de las soluciones de EDP no lineales que resultan de la gene-
ralizacion del teorema de Feynman-Kac. Como referencia central al respecto
véase Karoui et al. (1998).

En la practica, resolver numéricamente una BSDE requiere el calculo de una
esperanza condicional, usualmente a partir de regresiones. Una forma de apro-
ximar la EDP no lineal evitando lo anterior es a través de difusiones ramificantes.
Estos procesos de ramificacién permiten representar las soluciones de EDP no
lineales por medio de una funcién polinémica. A la vez su desventaja es que
aplica a no linealidades de tipo polindmico. Por su lado, las técnicas de Machine
Learning son un candidato potencial y revolucionario para la solucién de EDP
no lineales en términos de velocidad computacional.

7. Conclusiones

En este documento se han extendido los modelos de Frey (2000), Frey y Patie
(2002) y Moreno Trujillo (2020) al incluir un proceso estocastico de reversion
a la media Ornstein-Uhlenbeck para caracterizar la dindmica de la liquidez. Se
consideré un modelo donde el mercado no es perfectamente liquido, ya que la
actividad de un gran operador afecta los precios del activo riesgoso en el mer-
cado. Los precios del activo riesgoso y su volatilidad se mueven en relacion con
el grado de liquidez del mercado y el volumen de negociacion del gran operador.
El documento se basé en las estrategias bdsicas de negociacion empleadas por
Frey (2000). Tedricamente se encontrd que, para estrategias de retroalimentacion
positiva y contrarias, la volatilidad es mayor que en el esquema de Black-Scholes
y el modelo de liquidez constante cuando la correlacion entre los Brownianos de
los precios y la liquidez es no-positiva. Ademads, en estas estrategias, la volati-
lidad total del activo es mayor que en el caso del modelo de liquidez constante
cuando no hay correlacién entre las fuentes de incertidumbre del modelo. Bajo
este mismo escenario, y en contraste con el modelo Black-Scholes, se observa
que a medida que el mercado del activo subyacente sea mads iliquido, el impacto
de la actividad del gran operador sobre la volatilidad y los precios es mayor.

En este trabajo se desarrollé una ecuacion diferencial parcial no lineal para
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la valoracion de derivados. Para ello, se analiz6 el problema de un gran operador
que busca replicar o cubrir el pago de un derivado mediante una estrategia de ne-
gociacion autofinanciada que incluye tanto el derivado como el activo riesgoso,
todo ello bajo el marco de la ausencia de arbitraje.

Finalmente, se mencionan algunas sugerencias para futuras investigaciones
que surgen del presente trabajo. Se destaca la necesidad de encontrar la solucién
a la ecuacion diferencial parcial no lineal, asi como estudiar el desempefo y
evaluar la consistencia de la valoracion de derivados en comparacién con otros
modelos de liquidez imperfecta. También se sugiere explorar, a través del mode-
lo presentado, distintas estrategias de negociacion o cobertura de derivados en
comparacion con el modelo de Black-Scholes, y no limitar la aplicabilidad del
modelo dnicamente a mercados notoriamente iliquidos. Ademads, se plantea la
posibilidad de aplicar el modelo propuesto a tipos de activos como acciones,
indices accionarios, ETF, divisas, commodities, criptomonedas o NFT.

Para abordar la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales, se pueden emplear distintos enfoques. Las diferencias finitas son efec-
tivas, pero pueden volverse costosas computacionalmente a medida que aumenta
el nimero de activos o variables dependientes. Por otro lado, la simulacién de
Monte Carlo ofrece una alternativa con menor dependencia de la dimensionali-
dad. Otra estrategia es utilizar aproximaciones numéricas como las ecuaciones
diferenciales estocdsticas hacia atras (BSDE), las cuales generalizan el teorema
de Feynman-Kac para representar soluciones de EDP no lineales. Resolver una
BSDE implica el calculo de una esperanza condicional, aunque una forma de
evitar este inconveniente es mediante el uso de difusiones ramificantes, que per-
miten aproximar la EDP no lineal a través de funciones polindmicas. Ademas, el
uso de Machine Learning ofrece una mejor velocidad computacional, lo que lo
convierte en una herramienta atractiva para la resolucion de ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales.
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