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Resumen
Este trabajo considera el problema del portafolio 6ptimo de Merton en el con-
texto de un mercado financiero incierto compuesto por dos tipos de activos.
Se plantea la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada con este tipo de
problema y se muestra como se pueden implementar redes neuronales infor-
madas por la fisica (PINN) para encontrar su solucion.

Palabras clave: portafolio 6ptimo; ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman;
redes neuronales informadas por la fisica.

Clasificacion JEL: C45, D91, C63.

Abstract
This work considers the optimal portfolio problem of Merton in the context of
an uncertain financial market composed of two types of assets. The Hamilton-
Jacobi-Bellman equation associated with this type of problem is posed, and it
is shown how physics-informed neural networks (PINNs) can be implemented
to find its solution.

Key words: Optimal portfolio; Hamilton-Jacobi-Bellman equation; physics-
informed neural networks.
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Introduccion

En el campo de las finanzas cuantitativas, la optimizacién de portafolios ha
sido un tema central durante décadas, especialmente en el contexto del modelo de
Merton para la asignacién 6ptima de activos en un entorno de inversion incierto.
Sin embargo, resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) asociada a
este problema ha sido tradicionalmente desafiante, debido a su alta dimensiona-
lidad y complejidad. En respuesta a esta dificultad, ha surgido en los dltimos
aflos un enfoque prometedor que combina redes neuronales informadas por la
fisica (PINN) con técnicas de aprendizaje profundo para abordar problemas de
optimizacién. Trabajos recientes como el de Raissi y Karniadakis (2018) han de-
mostrado la efectividad de las PINN en la resolucion de ecuaciones diferenciales
parciales, mientras que investigaciones mds especificas, como la de Sirignano y
Spiliopoulos (2018) han considerado la aplicaciéon de esta metodologia al pro-
blema de optimizacién de carteras de Merton. En este trabajo, exploramos la
aplicacion de las PINN para resolver la ecuaciéon HJB en el contexto del prob-
lema de portafolio 6ptimo de Merton, bajo diferentes formas de la funcién de
utilidad del agente tomador de decisiones, destacando su potencial para superar
las limitaciones de los métodos tradicionales y abriendo nuevas perspectivas en
la gestidn de activos y la ciencia financiera.

1. El problema de portafolio 6ptimo de Merton

El problema del portafolio 6ptimo de Merton (1975), nombrado en honor
al economista Robert C. Merton, surge en el contexto de la teoria de inversion
Optima y gestion de carteras en entornos inciertos. Este problema busca determi-
nar la asignacién 6ptima de capital entre un activo riesgoso y un activo libre de
riesgo con el objetivo de maximizar la utilidad esperada del agente inversionista
a lo largo de un horizonte temporal finito.

Este problema de portafolio 6ptimo se formula como uno de optimizacién
estocéstica, donde el agente debe decidir qué fraccidon de su capital invertir en
el activo riesgoso y qué fraccion invertir en el activo libre de riesgo en cada
periodo de tiempo, teniendo en cuenta su aversion al riesgo y sus preferencias
por el consumo presente y futuro. La solucion 6ptima a este problema se obtiene,
generalmente, utilizando el enfoque de programacion dinamica y resolviendo la
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ecuacion de HJIB, que describe la funcién de valor del agente en funcién del
tiempo y la riqueza.

1.1. El modelo de mercado

Consideramos un mercado en el intervalo de tiempo [0, 7], que estd com-
puesto por dos tipos de activos. Un activo libre de riesgo, con valoren ¢t € [0, 7]
denotado por By, que satisface la ecuacion diferencial ordinaria:

dBt = Tthdt (1)

donde 7 es una tasa de interés libre de riesgo constante conocida. El segundo
es un activo riesgoso con valor en ¢ € [0, 7] denotado por S;, que satisface la
ecuacion diferencial estocdstica:

dSt = Oé(t, St)dt + O'(t, St)th (2)

donde a(t, S¢) y o(t, S;) son funciones que describen los coeficientes de tenden-
cia y difusion del proceso, respectivamente, y satisfacen condiciones suficientes
para asegurar la existencia de una solucion a esta ecuaciéon. En particular, se
asumira que:

dSt = ozStdt + O'Stth (3)

con oy o > 0 constantes, lo que significa que el precio de los activos riesgosos
sigue un movimiento Browniano geométrico.

En este mercado, consideramos un agente con una funcién de utilidad U (¢;),
donde ¢; denota su tasa de consumo en el momento ¢ € [0,7], y una utilidad
®(X) por alcanzar el tiempo 7" con una riqueza X . El objetivo de este agente es
maximizar el valor esperado de su utilidad derivada del consumo y de la riqueza
final, seleccionando de manera 6ptima las proporciones invertidas en los activos
(libre de riesgo y riesgoso), sujeto a la restriccién asociada con los cambios en
su riqueza.

El proceso de riqueza del agente es X, y denotando w; como la proporcion
de riqueza invertida en el activo riesgoso en el tiempo ¢ (asi, (1 — w;) es la
proporcién invertida en el activo libre de riesgo), la dindmica de X, estd dada
por:
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dB ds
X, =X, |(1 —wt)Eth?; — ¢,dt (4)
y de las expresiones (1) y (3), se sigue que:
dXt = Xt [Tf + (CY - Tf)wt] dt — Ctdt + thtUth (5)

1.2. Problema de control éptimo y ecuacion de Hamilton-Jacobi-
Bellman

El problema de control 6ptimo estocdastico de este agente es:
T
{max} E [/ Uler)e Pdt + &(Xp)e T (6)
Ct,Wt 0

sujeta a:
dXt = Xt [Tf + (Oé - Tf)wt] dt — Ctdt + thtO'th > XO =T (7)

donde p > 0 es una tasa de descuento. La ecuacion de HIB para la funcion de
valor 6ptimo V' (¢, z) asociada a este problema es:

{%—‘t/ + max., {U(c) + w(ae —rp)r + 10— | ‘g—‘; + %x%ﬂaz%} =0
V(T,x) = ®(x)
(8)
Considerando el problema de optimizacion estatico asociado a la ecuacion
(8), tenemos:

1 2
max {U(c) + [w(a —rg)x + 1w — | 88—‘; + §x2w202%} 9)

y se sigue que:

1oy = IV
U'e) = 5 (10)
g ov/o
o (= )dv/os o

xo20%V /0x?
Las ecuaciones (10) y (11) caracterizan los controles 6ptimos (¢; y w;) en
términos de la funcién de utilidad del agente (U(c;)) y de las derivadas parciales
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de la funcion de valor 6ptimo V (¢, x). Asi, considerando la caracterizacion de
los controles 6ptimos, tenemos que la ecuacién HIB es:

& +Ue)+ [w(a—rf)x+rfx—é]%—‘;+%xQIDQUQ%QT‘;:0 (12)
V(T ) = &(x)
que puede ser expresada de forma compacta como:
oV v 2V _
V(T,z) = ®(x)

con:

2 2
G (U,t,m gv g;;) =U(¢) + [w(a—rf)x + 1w — ¢ g‘af + 1x212120227‘2

(14)

2. Solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
mediante redes neuronales informadas por la fisica

Para resolver la ecuacién de HIB, consideramos una red neuronal Vp(¢, x) con
un conjunto de pardmetros 6, que aproxima la funcién de valor 6ptimo V' (t, z).
Esta red incorpora la informacion (la fisica) integrada en la ecuacion al construir
la funcién de costo que incluye el residuo:

ava avg 0*Vy
t = — —_— 15
Especificamente, la funcién de costo de esta red es de la forma:
Lo(t,X) = Lusp(t,X)+ Lpc(T, X) (16)
donde:
N
Lysp(t,X) Z ) tz;% (17)

=1
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en un conjunto (¢, X) := {(t;, X;)}¥, de puntos interiores del dominio de la
funcién. Y la funcion:

| M
Loc(T.X) = 72> V(T 2:) = (X)) (18)
=1

en un conjunto de puntos en la frontera (7, X) := {(T, X;)} M,

La red neuronal se entrena utilizando un algoritmo de optimizacién, como el
de gradiente estocdstico descendente, para minimizar la funcion de pérdida total
Lo(t,X) = Lusp(t,X) + Lpc(T, X). Tras la convergencia, la red neuronal
proporciona una aproximacién de la funcién de valor Vj(¢, X), que puede uti-
lizarse para obtener la politica 6ptima de inversién y consumo en cada momento
del tiempo.

En resumen, el proceso de aplicar redes informadas por la fisica para re-
solver la ecuacién HJB implica formular una funcién de pérdida que capture la
discrepancia entre la ecuacién HJB y las predicciones de la red neuronal, y mini-
mizar esta funcién de pérdida utilizando un algoritmo de optimizacion junto con
una regularizacion fisica para garantizar que la solucion obtenida cumpla con las
condiciones fisicas del problema.

3. Aplicacion

Como un ejemplo de aplicacion del algoritmo PINN para resolver la ecuacion
HJB asociada a un problema de portafolio 6ptimo, consideramos un agente que
maximiza la utilidad del consumo a lo largo del intervalo finito [0, 7']. El mer-
cado en el que se toma la decisién sobre como estructurar el portafolio 6ptimo
consta de dos tipos de activos:

= Un activo libre de riesgo con valor en ¢ denotado por B;, que satisface la
ecuacion diferencial ordinaria:

dB; = rBdt (19)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo.
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= Un activo riesgoso con valor en ¢ denotado por S;, que satisface la ecuacién
diferencial estocéstica:

dSt = O[Stdt + UStth (20)

donde « es la tasa de rendimiento esperado del activo y IV, es un movimiento
Browniano estandar unidimensional.

Los controles del problema corresponden a la proporcion de la riqueza inver-
tida en cada tipo de activo, junto con la tasa de consumo, de manera que:

= w,: proporcién invertida en el activo riesgoso en el tiempo t.
= 1 — wy: proporcidn invertida en el activo libre de riesgo en el tiempo ¢.

= ¢ tasa de consumo en el tiempo t.

La funcién de utilidad para el consumo del agente es exponencial y estd aso-
ciada con una tasa de descuento § > 0, es decir, U(¢;) = e % con 0 < v <1,
y no se considera utilidad por tener riqueza en el tiempo 7.

Se deduce que la dindmica de la riqueza del agente (.X;) satisface la ecuacion
diferencial estocastica:

dXt = 'll)t(Oé — T)Xt dt + (TXt - Ct) dt + thtO' th (21)

y el problema de control 6ptimo es:

T
max E { / e %) dt} (22)
wt,Ct 0
sujeto a:
dXt = U)t<Oé — T)Xt dt + (TXt - Ct) dt + thtO' th (23)
>0 ; weR Vitel0,T] (24)
La ecuacion de HIB correspondiente es:
ov av 1 0?V
5 T max {e“stc” + [w(a — 1)z +rz — (| 5t §x2w202W} =0 (25
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junto con la condicién de frontera V (T, z) = 0.

El resultado de la implementacion del algoritmo PINN para valores iniciales:
r=20,05,0=0,2,0=0,04,y v = 0,5 es representado en la siguiente funcién
de consumo 6ptimo:

Figura 1. Funcién de consumo 6ptimo
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