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Resumen
La creciente longevidad, que habitualmente se mide como el aumento de la espe-
ranza de vida al nacer o de la edad de jubilacién, constituye un desafio para las
sociedades a nivel mundial. El objetivo de este articulo es presentar proyecciones
estocdsticas de mortalidad para Colombia en el periodo 1950-2020, utilizando el
modelo Lee-Carter, uno de los métodos estocésticos mas influyentes y empleados
tanto en el contexto actuarial como demografico. Ademas de su aplicacion, se
pronostican las tasas de mortalidad en Colombia para el periodo mencionado
utilizando el software estadistico R y el paquete ILC, el cual permite analizar
distintos modelos log-lineales en el marco de los GLM, como los errores Poisson
que incluyen el modelo bésico de Lee-Carter. A partir de los pardmetros esti-
mados del modelo LC, se proyecta el comportamiento de la mortalidad usando
el modelo clésico de series de tiempo de Box y Jenkins. Finalmente, se realiza
una descripcion de las estimaciones obtenidas y el impacto que estas podrian
tener en la poblacién colombiana en 4mbitos como el laboral, el pensional y de
la salud, entre otros.

Palabras clave: métodos estocdsticos; modelo Lee-Carter; riesgo de longe-
vidad; mercado laboral; pensiones; salud.

Cédigos JEL: J11,J26, 110.

Abstract
The increasing longevity, commonly measured as the rise in life expectancy at
birth or at retirement age, poses a challenge for societies worldwide. The main
objective of this article is to present stochastic mortality projections for Colombia
for the period 1950-2020 using the Lee-Carter model, one of the most influential
stochastic methods employed in both actuarial and demographic contexts. In
addition to its application, mortality rates in Colombia for the mentioned period
are forecasted using the statistical software R and the ILC package, which allows
the analysis of various log-linear models within the framework of Generalized
Linear Models (GLM), including Poisson errors that incorporate the basic Lee-
Carter model. Based on the estimated parameters of the LC model, mortality
behavior is projected using the classical Box-Jenkins time series model.
Finally, a description of the obtained estimates is provided, along with an
analysis of their potential impact on the Colombian population in areas such as
labor, pensions, and healthcare, among others.
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Introduccion

La region de América Latina y el Caribe ha experimentado cambios demogra-
ficos sustanciales durante las tltimas décadas, que han modificado la base de
la poblacién y el funcionamiento de las instituciones que transfieren recursos
entre grupos generacionales. Una particular expresion de estos cambios demo-
gréficos, el envejecimiento de la poblacidn, estd relacionada directamente con la
evolucion de los sistemas de seguridad social y, en la medida que la tendencia al
envejecimiento se intensifique, sus efectos se expandirdn y amplificardn, como
lo demuestra claramente la experiencia histérica de los paises mas desarrollados
(Cepal, 2020).

La Comision Econémica para América Latina y el Caribe (Cepal) y la Orga-
nizacién Internacional del Trabajo (0IT) sefialaron que las personas mayores de
60 afos aumentarian su proporcién en la fuerza laboral de América Latina de
7,5% en 2015 a 15%, segun el dltimo informe de Coyuntura Laboral en Amé-
rica Latina y el Caribe presentado por ambas instituciones. De acuerdo con
dicha informacion, las causas de este indicador estarian relacionadas con el
envejecimiento de la poblacion y, en menor grado, un moderado aumento de la
participacion laboral de los adultos mayores (Cepal y oIt, 2020).

Asimismo, la tasa de ocupacién para las personas de 60 aifos y mds alcanza
un 35,4% en la regién. Esta proporcion es elevada aun en grupos que ya traspa-
saron la edad legal de jubilacion, arrojando 39,3% en el grupo de 65 a 69 afios
y 20,4% en el de 70 afios y mds (Cepal y 01T, 2020). La secretaria ejecutiva de
la Cepal, Alicia Barcena, y el director regional de la oIT, José Manuel Salazar,
aseguraron que “es necesario ampliar la cobertura de los sistemas de pensiones y
complementarlos con pensiones no contributivas, a fin de reducir la presion a la
que se ven sometidas las personas mayores, que las obliga a seguir trabajando”
(Cepal y orT, 2020).

Los ejecutivos agregaron que las personas mayores de 60 afios suelen estar
empleadas generalmente en cargos de baja productividad, a fin de contar con
medios minimos de subsistencia a una edad en que “las sociedades deberian
garantizarles las condiciones para disfrutar de una vejez digna” (Cepal y OIT,
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2020). Frente al panorama laboral de la region en 2018, tanto la Cepal como la
OIT coinciden en que se estd viviendo “una fase de modesta recuperacion eco-
némica”, en la que se estima un crecimiento de 2,2%, frente al 1,3% alcanzado
en 2017. A su vez, la tasa de desempleo urbano registré un leve descenso por
primera vez desde 2014, registrando un 9% frente al 9,3% de 2017, la cifra mds
alta en este rubro desde 2005 (Cepal y ort, 2020).

Este analisis no solo es realizado por la Cepal y la 01T, el Banco de Desarro-
llo de América Latina (CAF) lanz6 un nuevo Reporte de Economia y Desarrollo
para 2020, en el que estima que en 30 afios la poblacién mayor de 65 afos se
duplicard en la region. Para la entidad, este panorama hace necesario evaluar
los sistemas de pensiones, los servicios de salud y los aspectos del mercado
de trabajo que condicionan la cobertura y el financiamiento de la vejez (CAF,
2020). En Latinoamérica, el gasto publico en pensiones representa 4,3% del
producto interno bruto (PIB) en promedio, y en salud es cerca de 4,1% del PIB.
Sin embargo, el gasto para estos rubros podria subir hasta 6% en paises como
Colombia y Argentina. La informalidad podria ser una de las mayores difi-
cultades para la sostenibilidad de la proteccion social (CAF, 2020).

“Los calculos realizados sugieren que la informalidad deteriora la base de
contribuyentes en valores comparables a los que se producirdn como conse-
cuencia del proceso de envejecimiento en los proximos 40 afios”, explico Pablo
Sanguinetti, vicepresidente de Conocimiento de CAF (2020). Actualmente, la
entidad registra que el 63% de las personas ocupadas en la region trabajan en
un empleo informal, panorama que se habria agravado con el impacto de la pan-
demia, que puede causar que otros empleados que perdieron su empleo migren
a la informalidad (CAF, 2020).

Los cambios tecnoldgicos se suman a los desafios que sefiala el CAF con
este incremento del envejecimiento; para la entidad, esto podria favorecer la
sustitucion de trabajadores por maquinas o la digitalizacion en la realizacion de
algunas tareas. Al respecto, Sanguinetti comenta que los sistemas pensionales
deben tener tres elementos: ingreso minimo para todos los adultos mayores,
un componente contributivo equilibrado en términos financieros y un disefio
pensional que aumente la cobertura y los aportes (CAF, 2020).

Uno de los problemas es la mayor longevidad de una persona, por ejem-
plo, para Olivares (2017), “porque vivir més y con el mismo stock de recursos
implica una reduccién de la renta que espera recibir un individuo, afectando su
nivel de vida”. En este trabajo abarcamos uno de los problemas que presenta la
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poblacién colombiana, como es su envejecimiento, y el impacto que este puede
tener en la calidad de vida.

De acuerdo con el Foro Econémico Mundial, realizado en mayo de 2017,
en la presentacion de su informe titulado Viviremos hasta los 100 aiios, ;como
podremos pagarlo? (2017), “Desde mediados del siglo pasado, la esperanza
de vida ha ido aumentando rapidamente. En promedio ha aumentado en un
punto porcentual afio, cada cinco afios. Bebés nacidos hoy en 2017, pueden
esperar vivir hasta méas de 101 afios o, en otras palabras, ellos vivirdn para
ver el 21177 (Wheeler, 2017). De acuerdo con este escenario, los retos de las
sociedades para proporcionar una calidad de vida digna a la poblacién que
se encuentra en proceso de envejecimiento, y garantizarle una seguridad
financiera en el momento de su jubilacion son los més dificiles que enfrenta
hoy en dia la sociedad. En la mayoria de los paises del mundo, el nivel de
vida y los avances en el cuidado de la salud estdn permitiendo que la gente
viva mas tiempo.

Si bien el aumento de la longevidad es un paso positivo para los individuos,
las empresas de la salud y la productividad de la sociedad, este cambio tiene
un profundo impacto en la salud de la poblacién, en la composicién tradicional
de nuestras sociedades y en los sistemas de proteccion social disefiados para
apoyarnos en nuestra vejez. Sin embargo, los cambios que implican una mayor
longevidad van mas alld y afectan de forma esencial a todas las instituciones,
desde la que probablemente sea la mds antigua, el matrimonio, hasta una de las
mas recientes, las pensiones publicas (Ayuso y Holzmann, 2014).

En este estudio se presenta la base actuarial de longevidad: cémo medirla,
como es la relacion con las tasas de mortalidad y de supervivencia, y cudl ha
sido su evolucion en Colombia durante el periodo 1950-2015. Esta medicion se
realiza a partir del modelo Lee-Carter (1992), el cual se estimaré de dos maneras:

1. La primera se estima por el modelo original (Lee y Carter, 1992), rea-

lizando una descomposicion singular de matrices a través de la funcion
svD de R de la libreria demography.

2. Lasegunda manera es por modelos lineales generalizados (GLM) a través

de la libreria ILC, metodologia utilizada por Renshaw y Haberman (2003).

Una vez estimados los pardmetros del Modelo Lc, se toma el indice de Mor-
talidad (K_t). “A partir de este indice se puede proyectar el comportamiento de
la mortalidad usando el modelo cldsico de series de tiempo como lo es Box y
Jenkins” (Box y Jenkins, 1976).
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Finalmente, el objetivo de este trabajo es generar una critica constructiva
respecto al envejecimiento de la poblacion colombiana en el periodo de 1950-2018
a través del modelo de Lee-Carter, como uno de los modelos actuariales mas
utilizados, y analizar su impacto en el pais. Este andlisis se realizard primero
con un estudio descriptivo de la poblacién colombiana para el periodo 1950-
2018; posteriormente, se aplica el modelo Lee-Carter para estimar la expectativa
de vida de la poblacién colombiana en el periodo de estudio y, por ultimo, se
proyectara a través del tiempo el indice de mortalidad (K_t) usando el modelo
clasico de Box y Jenkins para la poblacion colombiana en el periodo 1950-2018
(Box y Jenkins, 1976).

1. Materiales y métodos

1.1. Diseio

Este andlisis se desarrolla a partir de las tablas de Mortalidad Abreviadas
para Colombia, 1950-2020, elaboradas por Naciones Unidas (2019) (tabla 1).
A partir de la tabla de mortalidad se elabora la base de datos DEATH, la cual
denota el numero de muertes de personas de edad x, durante el afio 7 (tabla 2).
Posteriormente se elabora, la siguiente base de datos EXPOSURE la cual describe
la poblacién de hombres y mujeres que estd expuesta al riesgo de fallecer en la
edad x, durante el afio ¢ (tabla 3).

Tabla 1. Mortalidad por edad y sexo en 1950 (logaritmo del nimero de muertes

DEATH

Year Age Female Male Total
1950 0 -2,2064 -1,9470 -4,1534
1950 1 -4,3034 -4,1100 -8,4133
1950 5 -5,5447 -5,4684 -11,0131
1950 10 -5,9108 -5,8548 -11,7656
1950 15 -5,4919 -5,4440 -10,9359
1950 20 -5,2933 -5,1615 -10,4548
1950 25 -5,1949 -5,1483 -10,3432
1950 30 -5,1403 -5,0526 -10,1928
1950 35 -5,0448 -4,9319 -9,9766
1950 40 -4,9181 -4,6908 -9,6089
1950 45 -4,7697 -4,4536 -9,2233
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Year Age Female Male Total
1950 50 -4,4411 -4,1233 -8,5644
1950 55 -4,1152 -3,7882 -7,9035
1950 60 -3,6530 -3,4068 -7,0598
1950 65 -3,1993 -3,0243 -6,2236
1950 70 -2,6984 -2,5763 -5,2747
1950 75 -2,1577 -2,0539 -4,2116
1950 80 -1,7046 -1,6287 -3,3333
1950 85 -1,3707 -1,2491 -2,6198
1950 90 -1,0774 -,9734 -2,0508
1950 95 -,9704 -,8303 -1,8007
1950 100 -,7821 -,6242 -1,4062
DEATH muestra el nimero de Muertes de Personas de edad x, durante el afio t.
Fuente: elaboracion propia.
Tabla 2. Poblacién expuesta al riesgo de mortalidad por edad y sexo en 1950
EXPOSURE

Year Age Male Female Total
1950 0 1.281 1.260 2.541
1950 1.210 1.193 2.404
1950 5 3.271 3.236 6.506
1950 10 4.541 4.513 9.054
1950 15 3.741 3734 7476
1950 20 3.236 3.243 6.478
1950 25 2.817 2.832 5.649
1950 30 2.348 2.367 4715
1950 35 1.920 1.939 3.859
1950 40 1.646 1.665 3.311
1950 45 1.370 1.387 2.757
1950 50 1.096 1.115 2.210
1950 55 853 932 1.786
1950 60 656 759 1.415
1950 65 522 607 1.130
1950 70 381 451 832
1950 75 246 296 542
1950 80 156 190 346
1950 85 80 111 191
1950 90 24 40 64
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Year Age Male Female Total
1950 95 5 8 13
1950 100 1 1 2

EXPOSURE describe la poblacion expuesta al riesgo el nimero de Muertes de Personas de edad x, durante el afio t.

Fuente: elaboracion propia.

Tabla 3. Estructura poblacional por edad y afio calendario (1950-2018)

Year Age
1950 0

1950

1950 5

1950 10
1950 15
1950 20
1950 25
1950 30
1950 35
1950 40
1950 45
1950 50
1950 55
1950 60
1950 65
1950 70
1950 75
1950 80
1950 85
1950 90
1950 95
1950 100

DATA describe la poblacién por edad y afo calendario desde 1950 hasta 2018.
Fuente: elaboracién propia.

1.2. Poblacién

Para estimar las tasas de mortalidad por edad son necesarios datos de falle-
cimientos (numerador) y de poblacion expuesta al riesgo (denominador) en el
periodo bajo estudio. El presente trabajo toma como periodo base para proyectar
la mortalidad el intervalo 1950-2020. Los datos de poblacién que se utilizan
son tomados de Naciones Unidas (2019). Se utiliza esta fuente de datos dado
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que es necesario disponer de la poblacion por edad y afio calendario desde 1950
hasta 2020 (tabla 3).

Figura 1. Tasa de mortalidad poblacién colombiana periodo 1950-2018

pepienon op BSel

Fuente: elaboracién propia.

1.3. Intervenciones

A principios de la década de los noventa, Ronald Lee y Larry Carter (1992)
fueron pioneros en el estudio de los cambios a lo largo del tiempo en la morta-
lidad de una sola poblacidn, en lugar de comparar entre diferentes paises. Este
enfoque se conoce como el modelo de Lee-Carter (Wachter, 2006). El modelo
tiene como objetivo predecir las tasas de mortalidad mediante la estimacion de
una funcién estocdstica que extrapola la tendencia temporal de la mortalidad,
asi como su comportamiento para cada grupo de edad. Esta funcién estocdstica
permite modelar y prever las tasas de mortalidad futuras en una poblacion dada,
facilitando asf la evaluacion de riesgos y la planificacion de politicas publicas
de salud y pensiones (Ayuso y Holzmann, 2014; Gémez Rico, 2010).
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El modelo propuesto por Lee y Carter puede ser representado formalmente
con la siguiente ecuacion:

log(mxt) = Oy t Bx ke + € (1)

En donde las variables se definen de la siguiente manera:

log(m_): es el logaritmo natural de la tasa de mortalidad en el grupo de edad
x en el periodo 7.

a. : describe el efecto de cambio auténomo por cada grupo de edad por afio.
f3.: mide el cambio porcentual en la tasa de mortalidad a cada edad ante un
cambio de una unidad de la variable no observable

k: representa el nivel general de la mortalidad en el afio 7 y no depende de la edad.
€ : €s un término error.

El modelo LC, descompone el logaritmo natural de la tasa de mortalidad para
cada grupo de edad en cada momento del tiempo (m ) entre pardmetros especi-
ficos para cada grupo de edad (., 3.) y un componente temporal o tendencial
de la mortalidad que es comun para todas las edades (k).

my, = exp(a, + Bk, +£,) (2)

Dado que los componentes del lado derecho de las ecuaciones anteriores son
no observables, es necesario imponer las siguientes restricciones para poder
implementar la estimacién del modelo:

DY B=1 Y k=0@)
X t

Asi, tenemos que oy k, pueden estimarse como:

T
D logm) ()

t=1

ST

oy =

= > (logmy) — @) (5)

Luego, se puede estimar (5 ) mediante una regresion —sin constante— de (log(m_) —
a. ) sobre (k) para cada grupo de edad.
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Dado que la estimacion de k en la etapa anterior fue posible bajo la restriccion
de que la suma de los [3_fuera igual a 1, la ecuacion (5) no es exacta ya que el
error para cada grupo de edad €, en general no suma cero.

Por lo anterior, se realiza una nueva estimacion de k, condicional a los valores
de a._y [, buscando el valor que satisface la siguiente igualdad:

D, = ) Py exp(@, + ik, + &0 (6)
X

Donde D, es 1a suma observada de muertes en el periodo ¢ty P_ es la poblacion
en el grupo de edad x en el periodo t.

Una vez estimado el modelo para la tasa de mortalidad, necesitamos un
modelo que nos permita predecir hacia el futuro el valor k..

Los modelos de series de tiempo cominmente utilizados para proyectar k,
pertenecen a la familia de los modelos ARIMA (p, d, q).

1.4 Analisis estadistico
Estimacion de los parametros del Modelo Lee-Carter, los cuales se estiman
de dos maneras:

La primera manera de estimar los parametros del modelo L-C es por des-
composicion singular de matrices a través de la funciéon SVD de R, de acuerdo
con [15] y [11].

La estimacion del modelo de Lee-Carter se realiza minimizando la siguiente
funcién:

D(a, B, k) =Yy log(my) — (ay + Brk:))? (4)

Donde: a,f € R™ y k € R™ . En forma matricial, si M = [log(my)] €
RrME 1= (1 1) € R™, donde la ecuacion [3] se puede expresar de la
siguiente manera:

D(a,B,k)=WIM—al’,. —BK|3

Donde:

es la norma de Frobenius para matrices.
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A partir de la ecuacién Z_z = 0, las restricciones planteadas en el modelo
para tratar el problema de identificabilidad permiten obtener como solucién el
vector dado por los promedios de las filas de M, & = n— M 1n..Reemplazando
esta solucién en la ecuacién [7] el paso siguiente consiste en minimizar con
respecto a (P, k), originando la funcion [8].

, 2
D(a, B,k = |IM —al'n. — BEI, (5)

La minimizacién de la ecuacién anterior es un caso particular del problema
general de aproximar una matriz dada H por otra matriz de rango menor, X, es
decir, se trata de encontrar X tal que:

argmin

X rank (x) < r”H ~Xll2 6)

Donde: r = rank (H), la solucién X se puede encontrar mediante la descom-
posicién singular de la matriz H.

De acuerdo con Shores (2004, sec. 5.6 ), se establece que: dada una matriz H
€ R™*™ se pueden definir dos matrices ortogonales (sus columnas son vectores
ortogonales ) U € R™"™ y Ve R™" talesque H=U ) V", donde ), € R™" es
una matriz diagonal 2= diagl(0q, .....01),conp=min(mn)y g; = -+ > o, 20.
Los valores 0, se denominan valores singulares de H, las columnas de U los
vectores singulares izquierdos y las V vectores singulares derechos.

Sir < min (m, n) es el rango H se cumple g, > 0y g,,; = 0. El siguiente
resultado es un corolario de este teorema. Si U = [Uy, «.... Uy ], V = [V4, ... V],
entonces se cumple la siguiente descomposicion:

T
H= Z oju;v’; [10]
j=1

La matriz original debe ser real, con el objetivo de no generar nimeros com-
plejos ya que los valores singulares o, son reales no negativos y los vectores u,
v, son reales.

" La solucién £ a la ecuacién [9] para rank (X) = h <r = min(m,n) estd
dada por la siguiente expresion que establecen Eckart y Young (1936):

n
X= Zajujv'j (7
=1
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Aplicando este resultado a la matriz H=M-a1l",,., suponiendo
ng,=MmM<n=ng, con

r=n_ se obtiene:
M—-a'ln, =Y 0 uv;[12]
Otra opcidn de estimar los parametros del modelo L-C es por GLM —modelos

lineales generalizados—, a través de la libreria 1LC (Renshaw y Haberm, 2009).
Una expresion equivalente del modelo es:

|10g(dx-t ) =log (Ey,t) + ay + Bik; (8)|

El término log (E ) se denomina offser. Esta diferenciacion se hace ya que el
término observado es d , (muertes) y E_ (expuestos al riesgo). Renshaw y Haberm
(2009) definen la siguiente expresion:

D (x,t) ~ Poisson (L_, m_ ) entonces las funcion log-verosimilitud basada en los
datosd , E_,yhaciendoA  =E_ m_,estddada por:

l(d, 1) = Zx,t Ayt IN(Ayse ) — Ape— In(dy,e 1) )

Se busca encontrar los valores en la matriz A == [A_] que maximicen

X, b
/1x;t = Ext My, = Exyt e@xthxke (10)
Con respecto a @y, Sy, ke, X =1, oo g, t =t , oo tng
El estimador de maxima verosimilitud en el contexto de modelos lineales

generalizados se obtiene minimizando la funcion deviance. Sid_ es el conjunto
de bajas observado y

dyre = Ex, €¥1F¥ 1a funcién deviance se define como:

dx't

D(dx't ) dx't ) =2 z Wit ( dXIt 108( d ) - (dxlt 4 dx't) ) (1 1)
x,t

x't
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Donde:

Wyt =0 Sidy,; =0y wy,;=1sid,,;>0.La minimizacion de la funcién
de deviance se hace mediante el método Newton-Raphson unidimensional,
aplicado a cada parametro 8 = a,, 8, k; el cual actualiza el valor de 0 segtin
la expresion:

)
a6

Ojr1 = 6= Fzp| (12
002

Una vez estimados los pardmetros del Modelo LC « , K y B, se toma el indice de
Mortalidad K. A partir de este indice se puede proyectar el comportamiento
de la mortalidad usando el modelo clasico de series de tiempo como lo es Box
& Jenkins de orden (p, d, g), entonces se modela de la siguiente manera:

dB) =01 _ﬁ)dkt =0 (B)e (13)

Donde ¢ (8) y 6(B) son polinomios de grado p y g, respectivamente.

2. Resultados

En la evolucion de las tasas de mortalidad en la poblacion colombiana en los
ultimos 65 afos, correspondiente a los hombres, se puede observar cémo las
tendencias son decrecientes en los diez primeros afios de vida, después de estos
afios la tasa de mortalidad presenta un notable aumento sostenido, siendo mds
pronunciada para los hombres. Una de las causas puede ser el contexto social
que ha marcado a la poblacion masculina en los ultimos 50 afios. Para la tasa de
mortalidad observada de las mujeres, compardndola con la de los hombres, la
dindmica es parecida teniendo en cuenta que en los diez primeros afios presenta
un decrecimiento con una pendiente menos negativa que la de los hombres, pos-
teriormente se evidencia como presenta un aumento mds lento en comparacion
con los hombres, lo cual es acorde con la literatura demogréfica del paifs.
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Figura 2. Tasas de mortalidad de hombres en Colombia, 1950-2020
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Fuente: elaboracion propia.

Figura 3. Tasas de mortalidad de mujeres en Colombia, 1950-2020
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Fuente: elaboracién propia.
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2.1 Estimacion de los parametros del modelo LC por
descomposicién singular de matrices

LCHS$ax

Figura 4. Estimacion del pardmetro o_x para la poblacién masculina y femenina
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El pardmetro describe el patréon promedio de la mortalidad a edad x y no
depende del tiempo 7 (16). En la figura 4 se evidencia el patrén de las tasa de
mortalidad por sexo. La representacion gréfica de estas tendencias es en forma
de U, en los primeros afios de vida la mortalidad presenta una pendiente negativa
y posteriormente empieza a aumentar.

Figura 5. Estimacién del pardmetro para la poblacién masculina y femenina
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Fuente: elaboracién propia.
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El pardmetro mide la sensibilidad, cada edad x, a cambios en el nivel gene-
ral de la mortalidad [19]. En la figura 5 se evidencia un importante cambio en
la mortalidad de los hombres y de las mujeres en Colombia, para los distintos
rangos de edad, siendo mds marcada para los hombres que para las mujeres

211 Estimacion y proyeccion de k=(k_t)'s

En el articulo de Lee Carter se propone que el indice sea modelado como una
caminata aleatoria con deriva, aunque es necesario probar una buena cantidad
de modelos para el elegir el mas indicado. Para este estudio se utiliz6 el crite-
rio de informacidn bayesiana (BIC) propuesto por Schwarz en 1978, este es un
criterio de evaluacion de modelos en términos de probabilidades posteriores.

Figura 6. Andlisis de los datos correspondiente a la poblacién
masculina colombiana (1950-2020) por medio de las graficas de
ACF y PACF. Estas miden el grado de relacién entre yy y,,
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Fuente: elaboracion propia.

Para la poblacién masculina, después de probar varios modelos, el que ofreci6
el mejor ajuste fue un ARIMA (1,1,1) con una diferencia; a continuacion se des-
cribe la ecuacion:
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+ [20]

y la varianza de los residuales es = 1.021. Con estos valores es posible pronosticar
el indice de la mortalidad masculina. Para este estudio se realizan tres proyec-
ciones hasta el afio 2025 (figura 6), afio 2030 (figura 7) y afio 2040 (figura 8),
y los intervalos de prediccion de 67 y 95%.

Figura 7. Estimacién modelo para la poblacién masculina en Colombia, 1950-2018
> S\

call:
stats::arima(x = Y1, order = c(1, 1, 1), method = "ML")

Coefficients:
arl mal
0.9288 0.6559
s.e. 0.0729 0.3828

sigmad2 estimated as 1.021: Tog likelihood = -20.33, aic = 46.66

Training set error measures:
ME RMSE MAE MPE  MAPE MASE
Training set -0.323543 0.9736414 0.7282425 3.709411 7.60556 0.1465723
ACF1
Training set -0.3939808

Fuente: elaboracion propia.

Figura 8. Test Dickey Fuller para la poblacién masculina en Colombia
(1950-2018), que indica si la serie es estacionaria o no. Con un
p-valor inferior a 0,05, la hipétesis nula se suele rechazar

Augmented Dickey-Fuller Test
Yl

Dickéy-Fu]]er = -2.0246, Lag order = 2, p-value = 0.563
alternativa hypothesis: stationary

Serie

5:
ARIMA(0,1.0) with drift

oefficients:
drift

-4.9685

S.e. 0.2128

sigmaA2 estimated as 0.6376: Tlog likelihood=-15
AIC=34 AICCc=35.2 BIC=35.13

Fuente: elaboracion propia.
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Los términos del proceso AR y MA tienen un efecto en el aumento o la
disminucion del ritmo que lleva la tendencia de la mortalidad dependiendo del
valor de los pardmetros para el modelo [20], el valor = 0,9288 sefiala que no
hay incertidumbre, y controlando la misma variable en el tiempo, la tendencia
de la mortalidad masculina siempre aumentara a ese ritmo, y no es factible que
cambie de signo dado el valor de su error estdndar.

Ahora, el parametro autorregresivo = 0,6559 revela una aceleracion de la
tendencia que lleva el indice y, de hecho, muestra que el valor obtenido en el
periodo previo al pronosticado tiene mds peso que el de los dos periodos ante-
riores. Ademads, muestra que el periodo inmediato anterior acelera la tendencia
y el de dos periodos previos la frena.

Antes de realizar la proyeccion se realiza un test de raices unitarias para
analizar la propiedad de la estacionalidad, teniendo presente que cuando una
serie o proceso tiene raiz unitaria, la serie no es estacionaria y los estimadores
MCO no tienen distribuciéon normal. Para el estudio se realizo el test de Dickey-
Fuller aumentado (Augmented Dickey-Fuller Test - ADF), que elimina la auto-
correlacion e indica si una serie es estacionaria o no.

Con este test, también se obtuvo un p-valor de 0.01, por tanto, rechazamos
la hipétesis nula y aceptamos la alternativa, y podemos decir que la serie es
estacionaria. Por dltimo, vamos a realizar nuevamente el grafico donde la serie
esta transformada (figuras 9 y 10):

Figura 9. Datos Serie Poblacién Figura 10. Datos Serie Poblacion
Masculina en Colombia 1950-2020 Femenina en Colombia 1950-2020
; ] J\ A A A o ]
s = =~y AN s =3
[ T SR N S ]
) o
R < T T T T T 1
1950 1970 1890 2010 1950 1970 1990 2010
Time Time
Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

Una vez estimados los pardmetros bdsicos, el paso siguiente es pronosticar el
indice de mortalidad de acuerdo con el modelo de series de tiempo que mejor
se ajuste, para ello se utiliza la libreria (forecast), a fin de realizar la proyecciéon
de (k_t).
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Figura 11. Pronéstico del indice de mortalidad masculina, 1950-2030

Forecasts from ARIMA(Y, 1.1)

~~

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de
prediccion.
Fuente: elaboracién propia.

Figura 12. Prondstico del indice de mortalidad masculina, 1950-2050

FOrecansts rom ARIMA(Y. 1. 1)

Vear

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccién.
Fuente: elaboracién propia.

Figura 13. Prondstico del indice de mortalidad masculina, 1950-2095

Forecasts from ARIMACY. 1. 1)

. ) vaudt

,‘ .
Periodo dbservado Pronosticos
1950-2018 2018-2075

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.
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Figura 14. Andlisis de los datos correspondiente a la poblacién femenina colombiana (1950-
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2020) por medio de las graficas de ACF y PACF. Estas miden el grado de relaciénentre yy y

diff(Y2)

60 50

L1

Figura 15. Estimacion modelo para la poblacion femenina en Colombia, 1950-2018

call:
stats::arima(x = Y2, order = c(0, 1, 1), method = "ML")

Coe

5. €.

Series Y2

ACF

05

05

g

T T T T T T
1950 1970 1990 2010

Time

ACF

T T T T T
1960 1980 2000

Time

fficients:
mal

1.000

0.189

Partial ACF

Partial ACF

Fuente: elaboracién propia.
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Series Y2

L1l

10 20 30 40 SO

Lag

Series diff(Y2)

10 20 30 40 SO

Lag

signiaA2 estimated as 8.825: Tog Tikelihood = -33.92, aic =71.84

Training set error measures:

ME

RMSE MAE

MPE

MAPE MASE

Training set -2.742046 2.862604 2.747229 1.375869 27.96771 0.4791493

ACF1

Training set -0.06539254

Para la poblacion femenina, después de probar varios modelos, el que ofrecid el
mejor ajuste fue un MA (0,1,1) con una diferencia. A continuacién, se describe

la ecuacion:

Y la varianza de los residuales es = 8.825. Con estos valores es posible pro-
nosticar el indice de la mortalidad masculina. Para este estudio se realizan tres

Fuente: elaboracion propia.

K_t=100y _(t-1) +e_t+ [21]
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proyecciones hasta el ano 2025 (figura 17), afio 2030 (figura 18) y afio 2040
(figura 19) y los intervalos de prediccion de 67 y 95%.

Figura 16. Test Dickey Fuller para la poblacién femenina en Colombia,
1950-2020, que indica si la serie es estacionaria o no. Con un
p-valor inferior a 0,05, la hipétesis nula se suele rechazar

Augmented Dickey-Ful ler Test

data: Y2

Dickey-Fuller = -4.8858, Lag order = 2, p-value = 0.01
alternative hypothesis: stationary

Series: Y2

ARTMA(D,1,0) with drift

5ignat? estinated as 0.32%4: Tog 1ikelihood=-10.7
AIC=25.41  AICC=26.61 BIC=20.54

Fuente: elaboracion propia.

Figura 17. Pronéstico del indice de mortalidad femenina, 1950-2030

Forecasts from ARIMA(0.1.1)

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.

Year

Los términos del proceso MA tienen un efecto en el aumento o la disminucién
del ritmo que lleva la tendencia de la mortalidad dependiendo del valor de los
pardmetros, para el modelo [20] el valor = 1,00 sefala que no hay incertidum-
bre, y controlando la misma variable en el tiempo, la tendencia de la mortalidad
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femenina siempre aumentara a ese ritmo, y no es factible que cambie de signo
dado el valor de su error estandar.

Figura 18. Pronéstico del indice de mortalidad femenina, 1950-2050

Yoar

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccién.
Fuente: elaboracién propia.

Figura 19. Prondstico del indice de mortalidad femenina, 1950-2095

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccién.
Fuente: elaboracién propia.
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2.2. Estimacion de los parametros del modelo LC por GLM
(modelos lineales generalizados) a través de la libreria ILC

Figura 20. Estimacion del parametro o_x para la poblacién masculina y femenina

7

‘‘‘‘

Mujeres

Fuente: elaboracion propia.

El pardmetro a_x describe el patrén promedio de la mortalidad a edad x y no
depende del tiempo 7 [21]. En la figura 20 se evidencia el patrén de las tasa de
mortalidad por sexo. La representacion gréfica de estas tendencias es en forma
de U, en los primeros afios de vida la mortalidad presenta una pendiente nega-
tiva y posteriormente empieza a aumentar. Al compararlos con la estimacion
por descomposicion de matrices singulares se evidencia que presenta el mismo
patrén la tasa de mortalidad. En la parte inferior se visualiza la estimacién del
pardmetro por los dos métodos.

2.3. Comparacion de la estimacion del parametro a_x, por los
dos métodos de estimacién

Figura 21. Pardmetro o_x para la poblacién masculina, 1950-2020
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2.4. Comparacion de la estimacion del parametro beta X, por los

dos métodos de estimacion

Figura 22. Pardmetro o_x para la poblacién femenina, 1950-2020
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Figura 23. Estimacién del pardmetro beta X para la poblacién masculina y femenina

..........
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El parametro mide la sensibilidad cada edad x a cambios en el nivel general de
la mortalidad beta X [21]. En la figura 22 se evidencia un importante cambio en
la mortalidad de los hombres y de las mujeres en Colombia, para los distintos
rangos de edad, siendo mds marcada para los hombres que para las mujeres. Al
compararlos con la estimacién por descomposicion de matrices singulares se
evidencia que presenta el mismo patrén en el nivel general de la mortalidad. En

la parte inferior se visualiza la estimacion del pardmetro por los dos métodos.
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Figura 24. Parametro beta X para la poblaciéon masculina, 1950-2020
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2.5. Comparacion de la estimacion del parametro _x, por los
dos métodos de estimacion

Figura 25. Pardmetro _x para la poblacién femenina, 1950-2020
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0.040
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2.5.1. Estimacion y proyeccion de k=(k t)'s

Una vez estimados los pardmetros bdésicos, el paso siguiente es pronosticar el
indice de mortalidad de acuerdo con el modelo de series de tiempo que mejor
se ajuste, para ello se utiliza la libreria (forecast) para la realizar la proyeccion
de (k t)'s.
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Figura 26. Pronéstico del indice de mortalidad masculina, 1950-2025

Forecasts from ARIMA(1.1.1)

{

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.

Figura 27. Prondstico del indice de mortalidad masculina, 1950-2030

Foracast ts from ARIMA(1.1.1)

vear

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccidn, las oscuras el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.

Figura 28. Prondstico del indice de mortalidad masculina, 1950-2075

Forecasts from ARIMA(1.1,1)

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccidn, las oscuras el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.
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Figura 29. Pronéstico del indice de mortalidad femenina, 1950-2025

Forecasts from ARIMA(1.1.1)

200

1950 1970 1990 2010 2030
Year

[ —
Periodo Observado Pronésticos
1950-2018 2018-2075

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.

Figura 30. Pronéstico del indice de mortalidad femenina, 1950-2030

Forecasts from ARIMA(1.1,1)

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.

Figura 31. Prondstico del indice de mortalidad femenina, 1950-2075

Forecasts from ARIMA(0.1.0)

1950 1075 2000 2025

Las franjas claras representan el intervalo de 67% de prediccion, las oscuras, el del 95% de prediccion.
Fuente: elaboracion propia.
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3. Discusion

De acuerdo con la proyeccién para la poblacién colombiana en el periodo
2018-2025, 2018-2030 y 2018-2075, las tasa de mortalidad para para hombres
y mujeres presenta una tendencia decreciente, siendo mads significativa para las
mujeres que para los hombres. Se calcula una esperanza de vida al nacer de 80
afios para 2030, es decir, un incremento de 6 afios. Estas son buenas noticias
para la poblacion colombiana, ya que se corrobora estadisticamente que tenemos
la posibilidad de sobrevivir més alld de lo esperado.

Si bien esta afirmacion no es nueva, se valida a partir del uso del modelo de
Lee-Carter, ;qué implicaciones trae este aumento en la esperanza de vida? ;La
sociedad colombiana estd preparada para esta cuarta edad? ;Como nos puede
impactar en las pensiones, o en el campo de la salud, e incluso en el sector
laboral, por citar solamente algunos sectores?

Desde las optica social, econémica e individual, vivir mas tiempo, o que
menor cantidad de nifios fallezcan en edades tempranas resulta, en si mismo,
un hecho no menor. Pero la importancia de los resultados presentados en este
trabajo se debe a las diferentes aplicaciones.

En Colombia, més del 30% de la poblaciéon mayor de 60 afios y el 7% de la
poblacién de 80 anos 0 mds atn trabaja. Estos porcentajes son claramente supe-
riores a los observados en paises avanzados. Aunque algunas personas mayores
trabajan por el gusto de hacerlo, especialmente profesionales con altos niveles
de calificacion, otras deben hacerlo debido a la falta de pensiones o de ayuda
familiar (Villar et al., 2016).

En materia de seguridad social, los valores estimados en la proyeccién tocan
un tema sensible, como son las pensiones, teniendo en cuenta la baja cobertu-
ra que tenemos en esta drea y el creciente nimero de personas mayores en la
extrema pobreza.

Pero este no es el unico campo de investigacion o area que se ve implicado
de manera directa. Laboralmente tiene también sus implicaciones, cada indi-
viduo puede seguir siendo util por unos afios mas (ceteris paribus) o por lo
menos cotizar algo més para su jubilacion. Y en materia de salud a largo plazo
estamos preparados.
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Anexo 1
Cddigo en R para estimacion de los parametros del modelo LC por descompo-
sicién singular de matrices

Utilizando la libreria demography se estima el modelo Lee- Carter

library (forecast)

library (demography)

YEAR=unique (DEATH$Year);nC=length(YEAR)

AGE =unique (DEATHS$Age);nL=length(AGE)

MUF =matrix (DEATH$Female/EXPOSURES$Female,nL,nC)
MUH =matrix (DEATH$Male/EXPOSURE$Male,nL,nC)
POPF=matrix (EXPOSURES$Female,nL,nC)

POPH=matrix (EXPOSURE$Male,nL,nC)

Posteriormente se usa el formato demogdata

BASEH <- demogdata(data=MUH, pop=POPH, ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality”, label="Colombia”, name="Hombres”, lambda=1)

BASEF <- demogdata(data=MUF, pop=POPF,ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality”, label="Colombia”, name="Mujeres”, lambda=1)
Estimacionde o= (a_x ) y p = (_X)

El Cédigo que se utiliza es el siguiente:
LCH <- Ica (BASEH)
plot(LCHS$AGE, LCHS$ax, col="blue”); plot(LCHS$age,LCH$bx col="blue”)

Cddigo en R para la estimacion de los pardmetros del modelo LC por GLM
(modelos lineales generalizados) a través de la libreria iLCc (Renshaw y Haberm,
2009).

Utilizando la libreria 1LC se estima el modelo Lee-Carter

library (ilc)

BASEH <- demogdata(data=MUH, pop=POPH, ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality”, label="Colombia”, name="Hombres”, lambda=1)

BASEF <- demogdata(data=MUF, pop=POPF,ages=AGE, years=YEAR,
type="mortality”, label="Colombia”, name="Mujeres”, lambda=1)
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modelo2H <- Ica.rh (BASEH, mod= ‘Ic’, interpolate = T, verbose = F, series =
“HOMBRES”)

Original sample: Mortality data for COLOMBIA

Series: HOMBRES

Years: 1950 - 2020

Ages: 0 - 100

Fitting model: [ LC = a(x)+bl(x)*k(t) ] - with poisson error structure and with
deaths as weights

Iterations finished in: 11 steps

modelo2M <- Ica.rh(BASEF, mod= ‘Ic’, interpolate = T, verbose = F, series =
“MUJERES”)

Original sample: Mortality data for COLOMBIA

Series: MUJERES

Years: 1950 - 2020

Ages: 0 - 100

Applied sample: Mortality data for COLOMBIA
Series: MUJERES

Years: 1950 - 2020

Ages: 0 - 100

Fitting model: [ LC = a(x)+b1(x)*k(t) |- with poisson error structure and with
deaths as weights

Iterations finished in: 11 steps

Estimaciénde o = (a_x )y B = (B_X)

El Cédigo que se utiliza es el siguiente:

plot(modelo2H$age,modelo2H$ax col="blue”); plot(modelo2H$age,modelo2H
$bx,col="blue”)
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