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1. ANTECEDENTES HISTORICOS'

Se reconoce [JP04], [DS01], [MS00],
[Bou98], que el precursor en el andlisis de
la valoracién de derivados es el matemdti-
co francés Louis Bachellier (1870-1946),
quien en 1900, bajo la direccién de Hen-
ri Poincaré, realizé su tesis doctoral 7/éo-
rie de la spéculation, en la cual analiza el
mercado de opciones en la Bolsa de Parfs.
Las férmulas que Bachellier desarrolld, y
que en sus trabajos posteriores profundi-
z6, sugieren que el proceso estocdstico que
gobierna el precio de las mercancias es el
proceso markoviano continuo que hoy se
denomina movimiento browniano. Varias
décadas mds tarde, la aproximacién de Ba-
chellier fue modificada a raiz del hecho que
el movimiento browniano eventualmente
toma valores negativos, lo cual no tiene sen-
tido en el caso del precio de un activo.

La modificacién resultante aclara que
si bien el precio del activo no puede estar

gobernado por el proceso estocdstico su-
gerido, el movimiento browniano si po-
dria caracterizar al componente aleatorio
de la dindmica de la tasa de retorno del
activo. En efecto, bajo este nuevo enfo-
que la dindmica del activo estaria deter-
minada por la ecuacién diferencial
estocdstica

dS
S

Donde W representa la tasa esperada

wdt + cdW

de crecimiento del activo, O simboliza la
volatilidad del precio, Wes un movimiento
browniano estdndar. Este proceso no se
rige por las reglas usuales del cdlculo dife-
rencial, sino por un conjunto de reglas algo
distintas, apropiadas para el cdlculo con
variables estocdsticas, conocidas en su con-
junto como cdlculo de Ito®.

De esta forma si D denota el precio
de un derivado con activo subyacente S,
a partir del lema de Ito se obtiene que la
dindmica de D se determina por la siguien-
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! Esta resefia histérica estd lejos de considerarse como exhaustiva, se limita dnicamente a los resultados

concernientes con los modelos de la segunda seccién.

? Un proceso estocdstico [Bn03] es una familia X, # € 7 de variables aleatorias definidas sobre un espacio de

probabilidad comun.

El movimiento browniano [Bn03] es un proceso estocdstico X, #[0,%0] que satisface las siguientes condicio-

nes.

1.X,=0

2.XN(,)

3. u, = 0 para todo r € [0,%]

4.X, t > 0 tiene incrementos estacionarios e independientes

5. 072=0t

6. X es continua en casi toda parte

Un proceso estocdstico que cumple las anteriores condiciones con 0?= 1 se conoce como Movimiento

Browniano Estdndar o Proceso de Wiener.



te ecuacidén diferencial estocdstica:
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Con el fin de evitar los tecnicismos
asociados a la solucién de una ecuacién
diferencial estocdstica, Black y Acholes
[BS73] en su famoso articulo sobre la va-
loracién de opciones utilizaron la heuris-
tica denominada replicacién, a saber la
creacién de un portafolio a partir del ac-
tivo subyacente y un activo libre de ries-
go, tal que en cualquier instante del
tiempo, y bajo cualquier realizacién de las
variables aleatorias, el portafolio produz-
ca los mismos rendimientos que el deri-
vado a valorar.

Utilizando esta estrategia se conclu-
ye que la dindmica de un derivado que no
genera dividendos estd gobernada por la
ecuacioén diferencial

"8 Dss + rSDs+ D= rD = 0

donde 7 denota la tasa de interés li-
bre de riesgo.

El proceso de replicacién tiene un si-
tio propio dentro de la actual teorfa de
finanzas, es una caracterfstica que se pre-

3 [DS94], [Sch92], [HP81].
4 [Sch92].

senta bajo ciertas especificaciones del
modelo del mercado escogido.

Algunos de los trabajos® sobre las con-
diciones suficientes y necesarias para que
cualquier derivado en el modelo especifi-
cado pueda ser replicado, caracteristica del
mercado conocida como completes, dieron
como fruto los siguientes dos teoremas,
denominados teoremas fundamentales de
la valoracién de activos financieros, los cua-
les se citan a continuacién en la versién para
tiempo discreto y finito.

Primer teorema fundamental*

Sea (Q,f,(f ) P) un espacio de pro-
babilidad filtrado y asuma que el proceso

Ré-dimensional (S)7-o es adaptado a la fil-

tracién (F)t=0, entonces el proceso F+-1sa-
tisface la condicién de no Arbitraje’ si y
sélo si existe al menos una medida mar-
tingala equivalente®.

Intuitivamente, un mercado cumple
la condicién de no arbitraje sino existe al-
gun portafolio 4 que brinde ganancias con
probabilidad positiva y que genere pérdi-
das con probabilidad cero.

> Se dice que el proceso (5)-o satisface la condicién de no arbitraje si para #=0,1,2,...,N y para cada funcién
hacotada, R%-valuada y F, | -medible tal que L4 (@) (5] (@) -5 ()20 con probabilidad 1, se debe tener que

S (@) (81 (@) -S11(@) =0 con probabilidad 1.

¢ Se dice que Q es una medida martingala equivalente a P cuando cualquier evento que tiene probabilidad

0 bajo P también tiene probabilidad 0 bajo Q y viceversa, y adicionalmete £ {

activo libre de riesgo.

Siia
B, 1

71}%, donde B, denota el



Segundo teorema fundamental’

Suponga que el proceso (5);" o satisfa-
ce la condicién de no arbitraje, entonces
el modelo de mercado es completo si y
s6lo si existe una tinica medida martinga-
la equivalente.

Estos teoremas permitieron utilizar el
bagaje de la teorfa de semimartingalas y
del andlisis estocdstico en el modelado de
finanzas. Para un andlisis de la utilidad de
las medidas martingalas equivalentes, in-
cluida la valoracién de una opcién call
europea utilizando la medida martingala
equivalente asociada con el modelo Black-

Sholes, ver [Sun97].

2. Aproximacioén de la teoria
de juegos a finanzas en tiempo
continuo

Durante la dltima década se han pro-
puesto algunas aproximaciones, a través
de la teorfa de juegos cldsica, a los resulta-
dos tedricos en finanzas de tiempo conti-
nuo, referenciados en la seccién anterior.

En particular, se establecieron diver-
sas relaciones entre el proceso de valora-
cién de derivados y los elementos
constituyentes de la teoria de juegos. En
efecto, estas relaciones aparecen en la me-
dida que se pueda establecer una analogfa
entre el proceso de valoracién de deriva-
dos y el proceso mediante el cual se mide

7 [Shi99].

la incertidumbre o se ponderan eventua-
les pagos futuros, bajo la premisa: la no
existencia de oportunidades de arbitraje.

Esta dltima idea per se no es una
relacién directa entre juegos y finanzas sino
una relacién entre finanzas y la teorfa de
la utilidad. Que Von Neumann sea el res-
ponsable de esta teoria no implica de ma-
nera unifvoca que sea teorfa de juegos.

Al utilizar la analogfa entre la fun-
cién de utilidad esperada y el precio de
un activo contingente, Ziegler [Zie04]
propone visualizar el proceso de valora-
cién de derivados como un proceso de
optimizacién de la utilidad esperada. Esta
valoracién podria interpretarse como el
resultado de un juego de suma cero en-
tre el comprador y el vendedor del acti-
vo contingente. Su presentacién tiene las
caracteristicas de un juego tedrico al su-
poner que los jugadores son racionales,
asi, por ejemplo, el banco puede figurar-
se que el inversionista escogerd una es-
trategia 6ptima.

Su andlisis no muestra explicitamen-
te cudl es la utilidad esperada o la forma
en que se estdin ponderando los eventua-
les pagos futuros, sino que utiliza el pro-
ceso de replicacién empleado por
Black-Scholes-Merton y realiza el proce-
so de maximizacién (cuando hay lugar a
ello, como en el caso de un contingente
americano en el cual para su valoracién se
debe determinar el tiempo éptimo de ejer-



cicio), sobre los pardmetros de las ecua-
ciones diferenciales parciales a la Merton
[Mer90].

Asi, para el caso de la valoracién de
una opcién put americana perpetua con
precio de ¢jercicio igual a X, sobre el acti-
vo subyacente S, Ziegler [Zie04] enmarca
el proceso de valoracién dentro de un jue-
go de informacién imperfecta en dos eta-
pas. En la primera etapa juega el vendedor
de la opcién quien determina el precio de
la opcidn, en la segunda etapa el compra-
dor escoge cudl es la fecha de ejercicio que
utilizard. De esta forma, si el comprador
decide ejercer la opcién en el primer mo-
mento (o el infimo de los momentos), en
que el precio del activo subyacente sea a
lo sumo S, se tendrfa que en esta fecha de
ejercicio la opcién alcanzarfa un valor D=
X- S. Esta ultima igualdad constituye una
condicién de frontera de la ecuacidn dife-
rencial que gobierna la dindmica del pro-
ceso de la opcidn, a saber

;—OQSQDSS +rSDg-rD =0

Si se considera adicionalmente la
condicién de frontera D — 0 cuando,
S — o se halla la solucién

S)-j—i
s
De esta forma, dado que el vendedor

D(S) = (X -8)(

de la opcién prevé que la estrategia épti-
ma para el comprador es escoger el tiem-
po (equivalente a escoger el S asociado)
que maximice el valor de la opcidn, el ven-

dedor no ofrecerd la opcién por un precio

inferior a D(S*) donde
T
2 I+y

con )/=_2

Bassan y Natoli [BN], en el mismo
sentido de Ziegler, analizan la analogfa
existente entre la valoracién de un activo
contingente y la maximizacién de la utili-
dad bajo condiciones de incertidumbre,
sin embargo, especifica la funcién de uti-
lidad esperada al hacer uso de los teore-
mas de Harrison y Pliska [HP81], en los
cuales se muestra cémo bajo ciertas con-
diciones se puede determinar el precio de
un activo contingente al calcular el valor
esperado condicional de los futuros pagos,
donde el valor esperado se calcula bajo una
medida martingala equivalente.

Asi, para el caso de una opcién put
americana perpetua con precio de ejerci-
cio X'sobre un activo subyacente S, el cual
satisface , dS= uSdt + 0SdW, Bassan y Na-
toli explican el proceso de valoracién como
el equilibrio de Nash de un juego entre
un comprador, cuyas estrategias son cada
uno de los posibles precios al cual vende-
rd la opcidn, y un vendedor cuyas estra-
tegias consisten de dos decisiones, el
mdximo precio al cual ¢l estard dispues-
to a comprar la opcidn, y la fecha en la
cual ejercerd la opcidn, fecha que queda
implicitamente determinada al suponer
que el comprador escoge un valor S tal
que la opcidn se ejerce en el momento
T-= inf{r:S, <5}



De esta forma la decisién del agente
de ejercer la opcidén en el momento -,
indica que el valor intrinseco que el agen-
te le asignaria a la opcién en el instante 7.
es igual a X - S, asi se tendrfa que la utili-
dad esperada del comprador al seguir esta
estrategia de ejercicio estarfa dada por

U(D,S) = Ele"u(X - 5)]

donde & denota la tasa de descuento
intertemporal.

De otra parte, como la utilidad es una
funcién creciente en términos de las ga-
nancias monetarias X - S, se puede consi-
derar que este valor constituye una Proxy
de la utilidad instantdnea que ¢l genera.
Con lo cual se estarfa suponiendo que el
comprador es un agente neutral al riesgo
y éste no es necesariamente el caso. Sin
embargo, por los dos teoremas fundamen-
tales de la valoracién de activos, se puede
concluir que dada la completes y la au-
sencia de oportunidades de arbitraje en el
modelo Black-Scholes, existe una tnica
medida martingala equivalente Q, es de-
cir, existe una medida de probabilidad Q
equivalente a la medida original del mer-
cado P, tal que bajo esa medida los agen-
tes valoran sus futuros pagos como sf
fuesen agentes neutros al riesgo. Asi, la
utilidad que le generarfan al comprador
los eventuales pagos futuros por poseer
dicha opcién estardn dados por
S 1+ y)

Y
Adicionalmente, Bassan y Natoli su-

U(D,S)= EQ[e'"'(X ]= _(

gieren una explicacién proveniente de la

teorfa de juegos, sobre la unicidad de la
medida martingala equivalente (o medi-
da neutral al riesgo). Su andlisis se basa en
el resultado de Aumann [Aum76] cono-
cido como “Agreeing to Disagree”, el cual
informalmente establece que si dos per-
sonas asignan las mismas probabilidades
a priori a un evento A, se tiene que si las
probabilidades a posteriori son de cono-
cimiento comun, entonces esas probabi-
lidades deben ser iguales, sin importar que
las probabilidades  posteriori se basen en
informacién distinta. Ferro ilustra estos
resultados en el articulo (Prepint) “/uegos,
guerra y valoracién de opciones” [Fer04].
Vladimir Vovk y Glenn Shafer [VSO01,
[SS], [SVnt] proponen una formulacién
diferente acerca de la valoracién de con-
tingentes, producto de su novedosa axio-
matizacién de la teorfa de la probabilidad,
axiomatizacién que no recurre a la teorfa
de la medida. En efecto, su concepcién
general se basa en considerar que las pro-
piedades de un modelo de mercado co-
nocidas como arbitraje y replicacién
(completes del mercado), no son exclusi-
vas de la teorfa de matemdticas financie-
ras ([DS94],

hipétesis de las creencias o frecuencias

[HP81]), sino que son

relativas asignadas a cualquier evento que
no se considere como deterministico o
predecible, cualquiera que sea su natura-
leza. A su juicio [SS], el hecho de que re-
sulte inocuo en la valoracién de activos
imponer una medida sobre la 0-4lgebra,
siempre y cuando se mantenga invariante
la clase de conjuntos de medida cero, da



indicios que la aleatoriedad pueda ser ex-
cluida de la valoracién de contingentes
siempre que se diferencien los elementos
improbables de los elementos probables.

Con el propésito de excluir en su to-
talidad cualquier relacién con alguna me-
dida de probabilidad en la especificacién
de la condicién de no arbitraje, Vovk y
Shafer hacen una diferenciacién estricta
entre eventos posibles y eventos imposi-
bles. Para ellos, bajo su esquema, el papel
de la teorfa de juegos en la teorfa de fi-
nanzas consiste en que la valoracién de
derivados es producto de un juego entre
dos jugadores ficticios (inversionista y
mercado), en el cual se establece un proto-
colo para el juego tal que eventualmente,
en algtin turno, el mercado tiene tinicamen-
te dos caminos para seguir, o permite que
se presente una oportunidad de arbitraje
(en términos de los autores permitir la in-
coherencia del juego), o establece de ma-
nera univoca cudl es el valor del derivado.
Este esquema de argumentacién es utili-
zado por los autores no sélo para la valo-
racién de derivados sino también para
deducir a partir de la axiomatizacién que
proponen, los resultados mds importan-
tes de la teorfa de la probabilidad.

El término protocolo se utiliza para
denominar al conjunto de estrategias per-
mitidas a los jugadores, las funciones de
pagos durante cada periodo, por ejemplo
[VS01] para el caso de valoracién de acti-

VOs contingentes europeos en tiempo con-
tinuo se supone que existen dos activos
bdsicos: una mercancia S que no paga di-
videndos y un titulo valor D que en cada
periodo paga dividendos de (;ﬁ) . Asi, si
denota el capital que posee el inversionis-
ta en el periodo el protocolo para la va-
loracién de un activo contingente europeo
U se describe asi:
Paran =0
K =0
Mercado establece y anuncia §,>0,D, >0
Paran=1,2,3,...., N
Inversionista anuncia Mn, VER
Mercado anuncia S, >0,D,>0

2
AS, +AD,
S,

Con las restricciones adicionales (para

K, =K, +M,AS, +V,

tiempo continuo)
Sy D son continuas
sup,S, <o , sup ,D, <=

vexS < 2
vexD < 28

Vovk y Shafer logran excluir den-
tro de su esquema cualquier relacién con
alguna medida de probabilidad, al especi-
ficar el tipo de dindmica del precio del
activo subyacente sin necesidad de recu-
rrir a argumentos probabilisticos, deter-
mindndolo a partir de argumentos de
teorfa de juegos, a través de su esquema
general ya mencionado.

En efecto, haciendo uso de herra-

8 El término vex es una caracteristica de una funcién en sentido no estdndar, dado el marco conceptual
necesario para la definicién de este término se remite al lector a [VSO1].



mientas del andlisis no estdndar, los auto-
res muestran [SVnt] cémo un modelo de
mercado sin oportunidades de arbitraje
(en términos de su esquema un juego co-
herente) requiere que la variacién del pre-
cio del activo (variacién de una funcién
en el sentido no estindar) sea del orden
Jdr . Este orden de variacién es el corres-
pondiente a un movimiento fraccional
browniano con pardmetro 4 igual a % ?

3. COMPLEJIDAD Y MODELOS
MULTI-AGENTE

Durante el dltimo lustro ha surgido
una escuela de andlisis de los mercados fi-
nancieros conocida como econofisica. Su
principal campo de investigacién es el es-
tudio de las extensas series de datos finan-
cieros, bajo la éptica que los mercados
financieros pueden ser considerados como
un sistema complejo y, por ende, su estu-
dio eventualmente puede sugerir regula-
ridades o ayudar a responder algunas de
las preguntas acerca de los sistemas com-
plejos en fisica, a la vez que se genera co-
nocimiento en la teorfa de los mercados
financieros.

En el presente [BP0OO], [JJHH],
[YCMD], [JL]+], el mencionado andlisis
de los mercados financieros no se centra
en la valoracién de activos contingentes
sino que busca explicar algunas de las pro-

piedades estadisticas de las series de tiem-
po (como lo serfa la distribucién leptokuir-
tica de los retorno), las cuales no son
justificables a partir de los modelos eco-
ndémicos tradicionales basados en la hipé-
tesis de mercado eficiente y optimizacién
de portafolio. Con este propésito se aban-
donan los modelos de un tnico prototipo
de agente econdémico representativo, pro-
pios del andlisis macroeconémico, por
modelos multiagente que reflejan la mi-
croestructura del mercado.

Los modelos multiagente utilizados
actualmente en el andlisis de series de tiem-
po, son modificaciones del modelo cono-
cido como Minority Game [CZ97]. Este
tltimo consiste en un juego dindmico de
tiempo discreto, en el cual en cada etapa
2n+1 jugadores deben elegir entre dos ac-
ciones posibles Ay B (por ejemplo, com-
prar y vender una unidad de un bien); una
vez que cada agente toma su decisién ga-
nan en esa etapa aquellos agentes perte-
necientes a la minoria resultante, es decir,
los agentes que eligieron la accién con
menos adherentes; esta estructura de jue-
go refleja cémo los compradores se bene-
fician cuando se produce un descenso en
el nivel de precios debido a un exceso de
oferta o cémo los vendedores se benefi-
cian cuando se presenta un exceso de de-
manda. Cada jugador 7 posee una
memoria con la capacidad de registrar los

? Se dice que (B, ).y es un movimiento fraccional browniano de indice / si se cumple V¢ > s = 08, (1) - B,(s)

. . . . 2h
que es una variable aleatoria continua con varianza (¢-s)



resultados anteriores (gané 4 o gané B) y
a partir de dicha informacién pondera cudl
deberfa ser su siguiente accién. De esta
forma, cada agente tendrd  estrategias
posibles, sin embargo, se realiza el supuesto
que cada agente en el periodo inicial se-
lecciona aleatoriamente un niimero de es-
trategias que guiardn sus futuras
decisiones, sin posibilidad de un even-
tual remplazo de estrategias. Asi, el hecho
que los agentes eventualmente cuenten
con grupos heterogéneos de estrategias, le
dan al juego el cardcter de multiagente.
Con el fin de analizar las series de
precios a través de una estructura de jue-
go semejante a la del “juego de la mino-
ria”, se han realizado las siguientes

modificaciones [JL]*], [JJ], [YMCD]:

Se lleva un registro del porcentaje de
éxitos que han alcanzado cada una de
las estrategias seleccionadas por el ju-
gador (hayan sido o no utilizadas en las
etapas anteriores).

Se establece un umbral minimo de pre-
diccidn, a saber si ninguna estrategia
alcanza un porcentaje de éxitos mayor
o igual que el umbral, el agente no ac-
tda en dicha etapa. En caso contrario el
agente emplea la estrategia con mayor
porcentaje de éxitos.

Dado que en ninguna etapa se puede
garantizar que el nimero de agentes que
actdan sea impar, en caso de presentar-
se una igualdad entre el nimero de
compradores y vendedores, el alza o la
baja del precio se determinan a través

del lanzamiento de una moneda.

Se especifica una dindmica para el pre-
cio del activo a partir de los excesos de
demanda resultantes en el juego, a sa-

ber: )
T[]~ 1 ple ~171 = 2L

A

o~

Pl ple-1= 2

A
donde A representa la sensibilidad del mer-
cado frente a desbalances.

A partir de estas dindmicas y de series
histéricas de precios, los autores han de-
sarrollado protocolos de juego que se ajus-
tan a los datos iniciales de la serie y
mediante simulaciones acerca de los pre-
cios futuros han logrado generar distribu-
ciones de probabilidad de los retornos,
acordes con los hechos estadisticos que se
deseaban explicar.

4. COMENTARIOS FINALES

La aproximacién de Bassan y Natoli
enmarca la valoracién de contingentes
bajo medidas neutrales al riesgo dentro del
contexto de un juego de suma cero, en el
cual cada agente busca maximizar su uti-
lidad. Con este propésito Bassan y Nato-
li utilizan el primer teorema fundamental
de la valoracién de activos para garanti-
zar la existencia de una medida neutral al
riesgo dentro del modelo de Black-Scho-
les, y sugieren que a partir del resultado
de Aumann se puede concluir la unicidad
de la medida. Esta aproximacién le da una



mayor prerrogativa a la teorfa de juegos
comparada con lo que Ziegler le atribuye.
Sin embargo, la teorfa de juegos no resul-
ta mds poderosa contrastada con los mé-
todos cldsicos de valoracién de opciones.

Por otra parte, el trabajo de Vovk y
Shafer, no pretende garantizar la existen-
cia de ninguna medida equivalente, por
el contrario, busca excluir cualquier estruc-
tura probabilistica del andlisis de la valo-
racién de derivados y a una nueva versién
de la condicién de no arbitraje, denomi-
nada coherencia del mercado, en la cual
se considera imposible, no sélo improba-
ble, el evento que un agente disponga de
alguna estrategia que le brinde infinita ri-
queza. A diferencia del trabajo de Bassan
y Natoli, en el de Vovk y Shafer, cualquier
especificacién que se utilice, por ejemplo
la dindmica del activo subyacente del de-
rivado, es el resultado de algtin juego en-
tre el inversionista y el mercado, segin el
esquema de protocolo de juego que ellos
proponen. Mis alld de replicar los resul-
tados en finanzas estocdsticas a través del
andlisis de protocolos de juego, su mayor
logro es alcanzar los resultados de la teo-
ria de la probabilidad, por ejemplo, el teo-
rema del limite central, a partir de sus
protocolos de juego y no como resultado
de la axiomatizacién de la teorfa de la
medida.

En relacién con los estudios realiza-
dos por la escuela denominada econofisi-
ca dentro del andlisis de los mercados
financieros a través de juegos, es impor-
tante resaltar que su aporte no es exclusi-

vo al andlisis de los mercados financieros,
sino que en general transmite el conoci-
miento sobre sistemas dindmicos y com-
plejos, desarrollado por la fisica como
cuerpo tedrico, al estudio de las condicio-
nes de estabilidad de los juegos evolutivos.
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