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Introduccion

El primer intento formal por modelar el comportamiento del precio de activos fi-
nancieros fue desarrollado en 1900 por Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier
en su tesis doctoral titulada Teoria de la especulacion. En este trabajo Bachelier
introdujo el movimiento browniano con el objetivo de modelar el comporta-
miento aleatorio de los precios de los activos en la Bolsa de Paris.

En 1973, Fisher Black y Myron Scholes [BS] desarrollan el popular modelo
Black-Scholes para la valoracion de opciones de tipo europeo. En este modelo
se retoman las ideas de Bachelier sobre la modelacién del comportamiento del
precio del activo subyacente en la opcion, pero se mejoran de manera importante
gracias a los desarrollos propios de la época, particularmente a la implementa-
cion de los resultados del matemadtico japonés Kiyoshi Itd, conocidos hoy en dia
como cdlculo de It6.

Si bien el modelo Black-Scholes-Merton (en adelante denotado simplemente
como BS) goza de una alta aceptacion dentro del mundo académico por su apor-
te concreto y sélido al problema de valoracion, ha sido fuertemente criticado
por aquéllos que dia tras dia se enfrentan a la préctica financiera. Estas criticas
se basan esencialmente en que los resultados obtenidos por la implementacion
del modelo, no corresponden a los datos que se observan en el mercado. No
es dificil determinar cudl es el origen de esta discrepancia entre el modelo y la
realidad. Claramente estd la situacion de que el modelo BS es precisamente eso,
un modelo de la realidad y que como modelo es simplemente una representa-
cion matemadtica del comportamiento de los precios en el mundo real. Pero mas
alld de esto, se sabe que el modelo es susceptible de mejoras importantes que
incorporan caracteristicas distintivas de los mercados. Una de estas mejoras estd
relacionada con la inclusién de saltos en el comportamiento del precio, lo que ha
dado origen a los modelos de difusion y saltos entre los cuales el mds conocido
es el desarrollado por Merton en 1976 [Me].

Otra interesante extension considera modelos en los cuales la volatilidad del
precio del activo sigue un proceso estocdstico determinado. Estos tipos de mo-
delos son conocidos como modelos con volatilidad estocdstica.

Los dos tipos de extensiones mencionados y muchos otros pueden agruparse
dentro del conjunto de modelos que siguen procesos de Lévy y que cada dia son
mads reconocidos y aplicados dentro de la modelacién financiera.

El presente documento tiene como fin introducir al lector en la modelacion
financiera mediante procesos de Lévy, destacando el importante papel que juega
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la transformada de Fourier en el proceso de modelacién y valoracion de deriva-
dos financieros bajo este esquema. Siguiendo este objetivo, el documento estad
dividido de la siguiente manera. En la primera seccion se realiza una breve des-
cripcion de la transformada de Fourier y sus propiedades mds importantes. En la
segunda seccion se describe la funcion caracteristica de una variable aleatoria y
su relacion con la transformada de Fourier. En la seccion tres se define qué es
un proceso de Lévy y se dan algunos ejemplos. En la seccion cuatro se presenta
el modelo Bs como un modelo Lévy exponencial y se desarrollan las férmulas de
valoracion a través de la aplicacion de la transformada de Fourier. En la quinta
seccion se presenta el modelo de difusion y saltos de Merton y se desarrollan las
formulas de valoracién para este caso, aplicando la transformada de Fourier.

A pesar de las caracteristicas un tanto técnicas del presente documento, invi-
to al lector a que lo disfrute y espero lo considere en sus futuras investigaciones
como una fuente de informacion sobre el tema.

1. La transformada de Fourier
La transformada de Fourier de una funcion g(¢) en una funcién G(w), es definida

utilizando las constantes arbitrarias a y b, llamadas pardmetros de la transforma-
da, de la siguiente manera:

27-[111

b
G(w) = Flg(t)[(w) = | | f lbWt

Y la transformada inversa de Fourier de la funcion G(w) en la funcién g(7) es
definida por:

b
g(t) = F'G(w))(t) = 15 f ~wt G(w

27-[ 1+a

Para los propdsitos propuestos se asumird que el valor de los pardmetros de la
transformada y su inversasona =1y b =1, con lo cual:

G(w) = FLg(D]1(w) :f et g(t)dt
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g(t) — 1[G :_f —1th

Algunas propiedades bdsicas de la transformada de Fourier son las siguientes:
* Linealidad. Si se consideran dos funciones /() y g(f) con transformadas
de Fourier H(w) y G(w) respectivamente, entonces:

Flah(t) + Bg(t)] = aF[h(t)1(w) + BFlg(t)1(w) = aH(w) + BG(w
* Diferenciabilidad. Dada una funcion f{7) se tiene que
iea

R (w) = —iwFI[f(t)(w)

* Convolucion. La convolucion de dos funciones A(f) y g(¢) es definida
por:

(h*g)(w:f h(r)g(t-r)dr:j gD h(t— D) dr

La convolucion puede ser considerada como una integral que mide la cantidad
de solapamiento de una funcién A(f) cuando es colocada sobre otra funcion g(z).
Si las funciones A(?) y g(¢) tienen transformadas de Fourier H(w) y G(w) respec-
tivamente, entonces:

FI(h* g) () 1(w) = H(w)G(w)

En la siguiente seccion se describe la funcidn caracteristica de una variable alea-
toria y su relacion con la transformada de Fourier.

2. Funcion caracteristica

Dada una variable aleatoria X con funcién de densidad de probabilidad f (x), se

define su funcidn caracteristica ¢x(w) como el valor esperado de e™*, donde
i = /—1. Se tiene, entonces, que:

dx(w) = E[e™*] = f e™* fy(x)dx

Se puede observar que la funcidn caracteristica es la transformada de Fourier de
la funcidn de densidad de probabilidad f (x) , luego es posible obtener la funcién

PP.145-165 - N.°5/2009-2010

149



150

de densidad a partir de la funcion caracteristica aplicando la transformada inver-
sa de Fourier.
1T~ _.
fx(x) = F7 [ ¢x(w)] = e e” " ¢y(w)dw
En el caso en el cual la variable aleatoria X es discreta con posibles valores
{xl, X,, x3,...} y tal que P[X = x]= |3k, la funcidn caracteristica se define como:

oo

Px(w) = E[e™*] = Z eWXk B

k=1

Algunas propiedades importantes de la funcion caracteristica son las siguien-
tes:

* |px(w)| < 1parat0do wER.
* |¢px(0)| =

* py(w) es unlformemente continua.

o E[XK] =ik %g‘bx(w) |w=o. Los k-ésimos momentos centrales de la variable
se pueden obtener a partir de la funcion caracteristica.

* La funcion caracteristica transforma convoluciones en multiplicaciones, ya
que si se consideran las variables aleatorias x , x,, X,,... X se tiene que

¢sn x (W) = nﬁbxi(w
i=1

Propiedad que es heredada directamente de la propiedad de convolucién de la
transformada de Fourier.

Asociada a la funcion caracteristica se define el exponente caracteristico,
o funcién generadora de cumulantes (Y (w)) de la variable aleatoria X de la si-
guiente manera:

Y (W) = In (¢, (w))

El n-€simo cumulante de la variable X es definido como:
n

ndw" Wyx(W) =0

cumulante, = i~

PP 145-165 - N.° 5/ 2009-2010



ODEON N° 5

‘151

Utilizando los cumulantes de la variable es posible calcular sus momentos alre-
dedor de la media, en particular:
Media: E[X] = cumulante;,

Varianza: V[X] = E[(X — E[X])?] = cumulante,

E[(x-E[x])3 I
Sesgo: SesgolX] = —2& | o _cumlane 3
( E[(X—E[X])z]) (cumulante 5)

i . El(X-E[XD* !
Curtosis:  Curtosis[X] = M_ 3= %”“942
(VEIx=EIXD2) (cumulante )

La siguiente Tabla muestra la funcidn caracteristica para algunas distribuciones
de probabilidad muy utilizadas en la modelacion financiera.

Distribucién fx(x) dx(w)
1 ox (X —p)? ] aw?
Normal o 4 202 exp | iuw — >
-2 A
Exponencial Ae™* -
A—iw
-A3x .
Poisson ¢ '/1 eAe™=1)
X!
-a e—x/ ﬁxa— 1 ] B
Gamma IBT (1 - l.BW) *

En la siguiente seccion se define qué es un proceso de Lévy y se enuncian
algunas de sus principales caracteristicas.

3. Procesos de Lévy

Un proceso estocdstico {X,7=0} con trayectorias continuas a derecha con limite
por la izquierda, o un proceso estocdstico adaptado definido sobre un espacio de
probabilidad (€2, F; P) con valores en los reales, se dice un proceso de Lévy si
satisface las siguientes condiciones:
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* Tiene incrementos independientes. Para u > 1, (X — X)) es independiente de la

filtracion F', es decir P[X — X|F]=P[X —X].

* Tiene incrementos estacionarios. X,  — X, tiene la misma distribucion que

X,

* X,=0 casi seguramente.

Otra forma en la que se pueden definir los procesos de Lévy es utilizando
el concepto de distribucion infinitamente divisible, ya que los procesos de Lévy
son generados por distribuciones infinitamente divisibles.

Una variable aleatoria X se dice infinitamente divisible si puede ser repre-
sentada por la suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, con n > 2.
X=X +X,+..+X

Si¢,(w) denota la caracteristica de la variable Xy ¢, (w) la funcion caracteristica
comun de los n sumandos. La relacion entre estas funciones se puede delimitar a
partir de las propiedades de la funcion caracteristica, y estd determinada por:

1/n

bx(w) = (¢x,1)’ lucgo gy, W) = ((w))

Como ejemplo si X ~ N (u, 0%) se tiene que:

s a\Al/n 2 2
o= 01 = o - Z27)) < e (- )

luego los n sumandos idénticamente distribuidos también son normales con me-

dia % y varianza (;—2 es decir, X =2 Xx.

Formalmente la relacidén de este concepto con los procesos de Lévy es la
siguiente. Un proceso estocdstico es un proceso de Lévy si y solo si para todo ¢,
los incrementos del proceso siguen una distribucion infinitamente divisible.

Es importante destacar que el movimiento browniano estdndar es el tnico
proceso de Lévy continuo generado por una distribuciéon normal. De igual for-
ma, los procesos Poisson y Poisson compuestos utilizados para modelar saltos
en los precios de los activos, son procesos de Lévy.
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Si {t },_, es una secuencia de variables aleatorias independientes distribuidas
exponencial con pardmetro A, y sea T = 3" t. Un proceso Poisson con intensi-

dad A es:
N; = Z ltzTn

nx=1

El proceso N cuenta el nimero de eventos aleatorios ocurridos en el intervalo [0,
t]. No es muy dificil verificar que un proceso Poisson cumple con las condicio-
nes necesarias para ser considerado un proceso de Lévy.

Como se puede ver de la definicidn, el proceso Poisson presenta trayectorias
crecientes, con saltos de longitud 1. Una version mds general de este proceso es

el proceso Poisson compuesto {P } _  con intensidad A definido por:

Nt
=Y,
i=1

Donde las variables Y son independientes e idénticamente distribuidas e inde-
pendientes de N. Estas variables describen el tamafio y sentido de los saltos de
acuerdo con alguna funcién de densidad f.

La funcién caracteristica de un proceso Poisson N, puede derivarse utilizan-
do la expansion en series de Taylor de la funcidn exponencial, tal que:

[oe]

“Ank) . .
dn(w) = z {%}e”’”k = exp{At(e™ - 1)}

k=0

Para obtener la funcion caracteristica de un proceso Poisson compuesto
{P},., con intensidad A y distribucién de tamafio de salto f, se denota por f* la
funcion caracteristica de f (Ver[CT]),

[oe]

E[eint] — E[E[eiwpf]th] — E[f*(W)Nt] - z

n=0

= exp {Atfoo (e™~ - l)f(dx)}

e—lt(lt)nf*(w)n
n!

Definiendo una nueva medida /(dx) = A f(dx) que es llamada la medida de Lévy

del proceso {P} _, la féormula anterior puede escribirse como un caso especial
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de la férmula de representacion de Lévy-Khintchine, la cual se describe mas
adelante, de forma que:

E[e™F] = exp {tf (e™~ - 1)l(dx)}

La medida de Lévy I(dx) de un proceso Poisson compuesto puede interpretarse
como una medida del nimero promedio de saltos por unidad de tiempo.

El exponente caracteristico ) _(w) de un proceso de Lévy, satisface la si-
guiente formula de representacion de Lévy-Khintchine

1 0
Y(w) = iyw — EU2W2 + J (exp(iwx) - 1- iwx1{|x|<1})l(dx)

donde y ER, 0> 20y I(dx) es la medida Lévy. Decimos, entonces, que toda
distribucion infinitamente divisible tiene un tripla de Lévy caracteristica

(y, 0% l(dx)).

4. El modelo Black-Scholes como un modelo de Lévy
exponencial

En el modelo BS se asume que el comportamiento del precio de los activos satis-
face la ecuacion diferencial estocdstica:

donde el componente de tendencia uS, es el retorno esperado del activo propor-
cional a su precio y el componente de difusion oS es la volatilidad constante del
precio del activo proporcional a su precio.

Dado que de forma general la variable aleatoria S tiene una dindmica deter-
minada por el proceso de It6:

ds = a(S,t)dt + b(S,t)dW,

y considerando una funcién V de las variables s y ¢, la dindmica de V(S, ¢) estd
determinada por la formula de It6:

dV—ant anS leaZth
B T TR P T
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y en términos del movimiento browniano estdndar W, se tiene que:

dV—ant aV( (S,t)dt + b(S,t)dW,) 1b262th
= gr A+ g5 lalS.0dt+ b(S,.0dWy) + 557 53

dv = ov (St)aV 1b262V dt bStanW
=\Get USG5+ 3 b ggn |dt+ bSO FedW:

Si se asume que la funcion V(s) = In(s) se aplica a S, se tiene que:
1
din(S;) = (,u - 502) dt + adW;
de donde

1
In(S,) = In(S,) + (u— Eaz)(t) + oW,

expresion que nos dice que los retornos logaritmicos del activo siguen una dis-

tribucion normal con funcion de densidad:
2

1 [ln (Sy) - (ln(SO) + (u - %02) t)]
N 207t

De las expresiones anteriores se tiene que:
1
Sy = Spexp {(u - 502> t+ aWt}

y decimos que en el modelo BS el precio de los activos riesgosos sigue un movi-
miento browniano geométrico.

Bajo este marco el problema de valorar opciones puede ser abordado desde
diferentes metodologias, una de las cuales es la valoracion por replicacion. En
este caso se construye un portafolio de replicacién Y, compuesto por una po-
sicion larga en la opcion V(S, f) sobre el subyacente S, y una posicion corta en
alguna cantidad A de dicho subyacente.

El valor del portafolio en un instante ¢ estarda dado por:

Yy = V(S ) — AS,
y los cambios en su valor estdn determinados por
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Al aplicar la férmula de It6, la dindmica del precio del portafolio estarda dada
por:
v 1 0%V

dY—an —dsS 22 dt — AdS
T T AP T ¢

v i .
Sien esta ultima ecuacion hacemos A= -, se simplifica a la expresion:

St

ay, = A 02S? oV dt
= \or " tas?
Luego, el valor del portafolio es libre de riesgo y asumiendo la ausencia de opor-
tunidades de arbitraje se tiene que:

E[dY.] = rY,dt

Se concluye que:

<av 1 621/

2

v
= dt = r(V(St,t) s, St>dt

expresion de la cual se puede deducir la ecuacidn diferencial parcial de Black-
Scholes,
o 1, ,0°V

—+ = 02

3t £ 652 + rast - rV(5,t) =0

Se puede observar que €sta es una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo
orden parabdlica, en la que no hay términos aleatorios. Asociada a esta ecuacion
diferencial, estdn las condiciones de frontera: max{S, — K, 0} para una opcién
call y max{K - §,, 0} para una opcion put. La solucion de esta ecuacion diferen-
cial puede establecerse por métodos analiticos o numéricos como los utilizados
para resolver la ecuacion de calor.

Otra forma de resolver el problema de valoracion bajo el marco BS es utili-
zando medidas martingala equivalentes. En este esquema partimos de considerar
un movimiento browniano estandar {W; 0 < ¢ < T}, definido sobre un espacio
de probabilidad completo (2, F, P). Bajo la medida de probabilidad actual P,
el comportamiento del precio del activo estd determinado por un movimiento
browniano geométrico

1
S, = Syexp {(u— 502)t+ aWt}
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y se tiene que bajo P el proceso de precios del activo riesgoso es martingala.

Al ser el modelo Bs completo es posible determinar una tinica medida mar-
tingala equivalente Q bajo la cual el proceso de precio descontado del activo
{e""§;0 =<t =<T} es martingala. Se tiene entonces, que bajo la medida Q el com-
portamiento del precio del subyacente es descrito por:

1 —
S, = Soexp{(r— 502)t+ aWt}

donde W, es un movimiento browniano estdndar sobre (2, F, Q). Bajo este es-
quema, el valor de una opcion call europea estd determinado por:

C(t,S,) = e " E[(Sp— K)*]
donde E[-1F, ] denota el valor esperado calculado bajo la medida Q, condicional
a la informacion disponible en el tiempo t.
Otra forma en la que se puede ver este modelo es considerdndolo un modelo
de Lévy exponencial, esta vision que se sigue a partir de la ecuacion que describe
el comportamiento de los precios como un movimiento browniano geométrico.

1
Se = Soexp{(n-50%)t+ oW},
la cual puede ser expresada en la forma

S, = Syelt,
donde el proceso de precio del activo {5;;0 < t = T} es modelado como el expo-
nencial del procesos de Lévy {L;;0 < t < T} donde L, = (y - %az) t+ oW,.

De lo anterior, el modelo Bs puede ser clasificado como un modelo expo-
nencial de Lévy continuo, pues el movimiento browniano presenta trayectorias
continuas. Otros modelos que también son modelos de Lévy exponenciales son
el modelo Merton de difusién y saltos [Me], en el que las trayectorias presentan
discontinuidades ocasionales de acuerdo con un proceso Poisson, y el modelo
varianza Gamma de Madan, Carr y Chang [mMcc], en el que el proceso es de salto
puro.
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4.1 Valoracién de opciones mediante transformada de Fourier

Dadas las medidas martingala equivalentes P y Q y considerando un mercado
libre de arbitraje, es posible establecer el precio de cualquier activo en el instante
t como:

S, = e TT-OF[ S;IF,]

En un mercado que cumple con estas condiciones se introduce un activo con-
tingente con precio de ejercicio K y maduracion 7. Si asumimos que el activo
contingente puede ser una opcidn call o una opcion put europea, su valor en un
instante ¢ estard determinado por la expresion:

*  C(t,S,) = e "T=VE[(S; — K)*IF,] para la opcién call.

e P(t,S,) = e TT-ODE[(K - Sp)*IF,]para la opcién put,

ecuaciones que pueden reescribirse como:
© C(t.S) = e TOf (S - K)(fLIF)dSy),
o (T— K
e P(t,S,) = e-r(T-O {fo (K - ST)(;ggmt)dsT},

donde ( fs(;IF), denota la funcion de densidad de probabilidad de S bajo la me-
dida de probabilidad Q. En Bs se asume que S, condicional a F, sigue una distri-
bucién lognormal, luego:

| {in(s) - [in(sp) + (v - %02)(T_t)]}2
s amordi-o 7| 20%(T - t)

En general, para los modelos de Lévy exponenciales ( fg?'F ) no puede ser ex-
presada de forma explicita, utilizando funciones matemdticas conocidas o sim-
plemente ésta no se conoce, lo cual no permite la valoracion directa mediante las
ecuaciones anteriores. Para poder resolver esta situacion se utiliza el hecho de
que la funcidn caracteristica de cualquier proceso de Lévy exponencial siempre
existe y se replantean las ecuaciones de valoracion en términos de la funcién
caracteristica.

Si se considera el valor de la opcién call en ¢t = 0, y se realiza un cambio de
variable de § a Ln(S), se tiene que:

(f2IF) =
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e}

C(T,K) = e~ T {f (eln (S7) _ ln (K))(fan(s )IFO)dln (ST)}
In (K) !
Sea st = In(S7) y k = In (K), luego la ecuacidén anterior puede escribirse como:

C(T,k)= e T {f (esT - ek))(fS(T)IFO)dST}
K

De acuerdo con la definicion presentada en la seccion 2, la funcion caracteristica
de la variable aleatoria s, = In(S,) es la transformada de Fourier de la funcion de
densidad f;f, luego:

by 0= [ e fasy

Bajo el modelo Bs la variable s, sigue una distribucién normal, luego su funcién
caracteristica es:

B O e L

Para garantizar la existencia de la transformada Fourier de la funcion que des-
cribe el precio de la opcion call, Carr y Mandan [cM] proponen un precio call
modificado, definido como:

Cinod (T, k) = €™ C(T, k)
expresion que permite garantizar la existencia de la transformada seleccionando
un valor adecuado de a. Si se toma la transformada de Fourier de esta funcion
se tiene que:
Yr(w) = f ek ¢ g (T, k)dk
Una vez garantizada la existencia de esta transformada, la funcién que determi-

na el valor de la opcidn call puede ser determinada mediante la aplicacion de la
transforma inversa de Fourier como lo muestran las siguiente ecuaciones.

1= .
Cinoa (T k) = %f e” VK Yo (w)dw

e C(T,k) = Lfoo e~ VK Wo(w)dw
2w, T
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—-ak

21

C(T, k)= f e~ ivk Yo (w)dw

donde la ultima expresion describe el precio de una opcidn call europea en tér-
minos de la funcion de cumulantes de la variable S, . Se tiene entonces que:

Yr(w) = f ek ek C(T k) dk
Yr(w) = f givk gak e‘rTf (efr - ek))(fS?IFO)dsT dk
_ o k

© S
LPT(W) — f e—rT (fsgIFO)J eiwk (esT+ak _ e(l+a)k)dkdsT

(a+1+iw)st e(a+1+iw)sT
a+ iw a+ 1+ iw) T

v = [ e (2R (e -

e s, (W - (a+ 1)i)

Y =
(W) al+a-w2+iQRa+ DHw

De acuerdo con esta ultima expresion el valor de una opcion call europea esta
determinado por:

C(T,k) =

e~k j“’ ik e s (w— (a+ 1)i)
2 ), a’?+ a- w2+ iRa+ Hw

ecuacion en donde el valor de la funcidn depende explicitamente de la funcién
caracteristica ¢,

En la siguiente seccidn se describe el modelo Merton de difusion y saltos
y se determina la féormula de valoracion de una opcidn call europea mediante
transformada de Fourier para este modelo.

5. Modelo Merton de difusién y saltos

El modelo Merton de difusidn y saltos puede ser descrito como un modelo Lévy
exponencial de la forma:

St = SOEXf
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donde el proceso de Lévy X es:

0-2 o
i=1

Se puede observar que la diferencia entre el modelo BS y el modelo Merton radi-
ca en la inclusion del término Zﬁvjl Y;, que denota un proceso Poisson compuesto
con intensidad A. Merton [Me] asume que las variables Y, son independientes e
idénticamente distribuidas de acuerdo con una distribucién lognormal con para-
metros asociados, u y o, luego en este modelo se tienen tres fuentes de aleatorie-
dad descritas por los tres pardmetros A, u 'y O, que buscan capturar el sesgo y el
exceso de curtosis en los retornos logaritmicos de los activos.

La ecuacién que describe el comportamiento del precio de los activos en este
modelo, es la solucién de la ecuacion diferencial estocastica:

que también puede ser utilizada para describir la mecanica del precio de los ac-
tivos en este caso.

Determinar la distribucién que siguen los retornos logaritmicos en este caso
es sencillo debido al supuesto realizado sobre la distribucion de las variables que
determinan la direccidn y el tamaifio del salto. Si en un intervalo determinado no
se presentan saltos se tendrd que 2?’; . Y; = 0 y el comportamiento del modelo
serd idéntico al del modelo Bs. En caso de que se presenten saltos (evento que
denotaremos como A), y denotando por x, a los retornos logaritmicos hasta el

tiempo ¢ se tiene que:
Plx, €Al = 37_o PIN, = k|P[x, EAIN, = k],

donde se ha utilizado el concepto de probabilidad condicional. Se tiene entonces
que:
e~ At (/’]_t ) k

fre = Zf=0TN(xt;(a_ 02—2— lk)t+ ku ,o?t + kdz),

donde N denota la distribucién normal.
A partir de esta expresion es posible determinar la funcion caracteristica de
X, COMO:

¢xt(w) = exp {Atexp [%W(Ziu - 8*w) |- At(1 + iwk) - %tw(—Zia + i+ w])}
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Expresion que puede ser simplificada hasta obtener:
¢x, (W) = exp [tV (W)]

La valoracién de opciones bajo este modelo sigue las mismas metodologias de-
sarrolladas para la valoracion bajo el modelo BS, por ejemplo, para determinar
un portafolio de replicacion del comportamiento de la opcion definida sobre un
subyacente que sigue el modelo Merton de difusion y saltos, se establece una
posicion larga en la opcidn descrita por la funcion V(S, ) y una posicion corta
en una cantidad A del activo subyacente. De esta forma, el valor del portafolio
en un tiempo ¢ es:

P, = V(S,t) — AS,

De nuevo los cambios en el valor del portafolio para un intervalo de tiempo muy
pequefio estdn descritos como:

Al aplicar la férmula de It6 para procesos de difusidn y saltos tenemos que:

c28,* 9%V dtr s
[ + —
as,.2 T 7ras,

av v
d(V(S;,0)) = Spdt+ (a- Ak)Sta—Stdt+ >

+ [V(ytStat) - V(Stat)]dNt

y la dindmica del portafolio de replicacion estard descrita por la ecuacion:

ip. - v (@ 1S oV o%S.2 0%V
A T L T BP T

av
ot
+ {V(ytst,t) - V(St,t) - A(yt - I)St}dNt

6_5'1: - AO’St} th

ouv

Si se toma 2= as, , el cambio en el valor del portafolio estd determinado por la
expresion
v - ais? a?

<V av
dPt = {E+ > m} dt+ {V(ytst,t> - V(Stat) - a_St(yt - I)St} dNt’

ecuacion en la que no aparece el componente de ruido asociado al movimiento
browniano, pero se mantiene el componente de saltos dN,. Merton argumenta
que el componente de saltos en la dindmica del precio del activo no estd corre-
lacionado con todo el mercado, entonces el riesgo de salto es diversificable y no
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deberia implicar una prima de riesgo. Por lo tanto, el valor esperado de creci-
miento del portafolio es la tasa libre de riesgo:

Esta ultima expresion nos lleva a la siguiente ecuacion diferencial parcial del
modelo Merton de difusion y saltos.

v o282 9V v v
E+ TW+ T'Sta—st— rV + AE[V(ytSt,t) - V(St,t)] - Asta—StE[yt -1]1=0

Bajo el supuesto de la distribucion lognormal de las variables Y es posible re-
solver esta ecuacion diferencial y obtener la siguiente férmula para el valor de
una opcion call europea.

e‘iT(Ar)i _
—i' Cgs(st,'[ =T- t,O'i,Ti)
i=0 '

donde,
A= Aett2%
i62
O'l'z = 0'2 + —
T
ey i 36
n=7r- )l(e’”Z - 1>+ —

y C, es el precio del call por la formula Black-Scholes sin saltos.

Entonces el modelo Merton para valoracidon de opciones sobre subyacentes
que siguen un proceso de difusion y saltos, puede considerarse como un prome-
dio del modelo Bs de valoracion, condicional a que el precio salte i veces antes
de la fecha de maduracidn, con pesos determinados por la probabilidad de que el
precio del subyacente salte.
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5.3 El modelo Merton y la transformada de Fourier

El primer paso en la implementacion de la transformada de Fourier es obtener la
funcion caracteristica del logaritmo de los precios, partiendo de la ecuacidn que
describe la dindmica de este logaritmo

N
0.2
In(S,) = In(S,) + <r— °- Ak>t+ oW, + Zyt
i=1

1¢2
+=6 . . . e ey, . . .
donde k = ""2° - 1_Sj se aplica la definicién descrita en las secciones previas,
se tiene que la funcidn caracteristica es:

52w? o? a’w?
P(w) = exp [/‘Lt <exp (i,uw— > )— l>+ iw (ln(So) + (r— 5 Ak) t>— > t]

Al sustituir esta funcion caracteristica en la ecuacién de valoracion de una op-
cion call mediante transformada de Fourier, que se desarroll6 al final de la sec-
cioén cuatro, se tiene que

e—ak 0 ) e~ 1T w— (a+ Di
CMerton_FT(T,k) = f e~ ik (;bsT( ( )i)

27 al+a-wr+iRa+ 1w
donde,

52w? a2 alw?
p(w) = exp [)lt (exp (iuw -3 >— 1> + iw <ln(5'0) + (r -5 Ak) t) -3 t]

Conclusiones

Como se mostro en el texto la siguiente expresion permite determinar el valor
de una opcion call mediante la aplicacidn de la transformada de Fourier, via la
funcidén caracteristica de la distribucidon que sigue el proceso de logaritmo del
precio del subyacente.

Cherton -Fr(T, k) = - foo e~ ivk e_er)sT(W_ e+ DY
erton — ’

21 al+a-wr+iRa+ Hw
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Aunque esta expresion tiene una complejidad mayor al momento de calcular
el valor del call comparada con las férmulas estdndar en los modelos BS y de
Merton, tiene la ventaja de su generalidad, pues permite determinar el valor de
la opcidn sobre supuestos muy generales en la distribucion del logaritmo del
subyacente.

Esta generalidad permite considerar modelos en los que la distribucién del
subyacente considera multiples pardmetros, que capturan de una mejor manera
el comportamiento real de los mercados financieros.

Invito al lector a utilizar este documento como punto de partida para el desa-
rrollo de esquemas de valoracion que se ajustan mejor a los datos observados, sin
la necesidad de muiltiples restricciones sobre el comportamiento de los precios.
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