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1. Introduccioén

La teorfa tradicional sugiere que una serie de tiempo,afectada por un gran nimero
de eventos (o en términos estadisticos con muchos grados de libertad), tiende a
volverse totalmente aleatoria. Un caso particular de series con tales caracteristi-
cas son las financieras, que al ser generadas por la interaccién de muchos agentes,
tienden a tener un comportamiento de tan dificilprediccion bajo las herramientas
tradicionales, que se define como una caminata aleatoria. Dicha concepcion se
racionaliza mediante la teorfa de los mercados eficientes, que sugiere que dicho
comportamiento es el resultado natural de las fuerzas del mercado.

Una consecuencia clave del mencionado andlisis es la llamada regla de la raiz
del tiempo, que dice que si una serie se comporta como una caminata aleatoria, su
volatilidad diaria puede ser reescalada a la de n dias simplemente multiplicando por
Vn. Dicha consecuencia generd tantas aplicacionespracticas que algunos trabajos
buscaron responder si en realidad esta tenia sentido.

Tales trabajos han formulado diversas metodologias que, ademads de pretender
demostrar que tal concepcion no es valida, buscan identificar cudl seria el verdadero
parametro de escalamiento. A pesar de que globalmente noexiste una metodologia
superior para la validacion de la regla de la raiz del tiempo y para la estimacion
de los parametros de dependencia de largo plazo, el presente trabajo busca im-
plementar una metodologia que, ademas del andlisis tradicional de las series en
el dominio tiempo, toma en cuenta también el dominio de la escala' o frecuencia.

Dicha metodologia se eligié principalmentedebido a las propiedades de los
estimadores (que son consistentes y de baja varianza, pese a estar sesgados como
se mostrard mas adelante), y en razon de la capacidad de adaptacion local de los
wavelets, que facilita el analisis de los saltos y los clusters de volatilidad presentes
en las series financieras. Cabe anotar que esta eleccion también se debid a trabajos
como el de Racine (2011), Boutahary Khalfaoui(2011) y Bardetet dl. (2000), que
demuestran que esta metodologia tiene una mayor convergencia en comparacion
con otras.El andlisis se complementa con una de las aplicaciones practicas mas
importantes, que es el re-escalamiento del VaR (valor en riesgo,por sus siglas en
inglés), y con el andlisis de su validez para distintas series financieras colombianas.

! En la teoria wavelets el dominio de la frecuencia se conoce también como escala y difiere del

concepto usado en otras metodologias.
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El presente documento se compone de siete secciones, incluida la presente
introduccién. La segunda seccion presenta una descripcion de la regla de la raiz
del tiempo y su relaciéon con el modelo de caminata aleatoria. La tercera analiza
las consecuencias précticas de la dependencia de largo plazo en algunos de los
principales modelos econémicos y financieros. La cuarta se ocupa de dar una in-
troduccidn a la metodologia wavelets y el analisis tiempo-frecuencia. La quinta
contiene un analisis de la relacion entre los procesos de memoria larga, los fractales
y el andlisis multi-resolucidn. La sexta seccidn desarrolla y presenta los resultados
del cédlculo del exponente de Hurst (H). Por dltimo,la séptima seccion investiga el
desempeiio y la aplicabilidad del H encontrado parareescalar el riesgo de mercado
en comparacion con la regla de la raiz del tiempo.

2. Laregla de la raiz cuadrada del tiempo y el modelo de
caminata aleatoria

La regla de la raiz del tiempo se usa para escalar la volatilidad de las series finan-
cieras, especialmente de aquellas en las que no es posible obtener series extensas
para lograr estimaciones confiables. Esta regla nace del supuesto de movimiento
browniano como dindmica que explica los cambios en los precios de los activos,y
simplemente consiste en multiplicar la volatilidad estimada para una serie de periodi-
cidad d por Vn para hallar la volatilidad con una periodicidad n (Leén y Vivas, 2010).

A pesar de que muchas aplicaciones de dicha regla van mads alld de la sola es-
timacién de volatilidades e incluyen modelos ampliamente difundidos, como el
modelo Black & Scholes para la valoracion de opciones financieras y el VaR, atin
persisten las dudas sobre si el supuesto que la sostiene es coherente con la realidad.

Tal supuesto nace de la hipotesis de los mercados eficientes, en la que se men-
ciona que los cambios en los precios de los activos financieros, son independientes
debido a que toda la informacién disponible es descontada, y ni compradores ni
vendedores tienen ventajas®. Esta hip6tesis da como resultado que si el precio de
un activo financiero se comporta como una caminata aleatoria (sin importar si esta
normalmente distribuida o no), dicho supuesto se cumple®.

2 Aunque esta es la definicion tradicional, al momento de hacer estimaciones empiricas esta se
caracteriza como fuerte, semi-fuerte o débil.

3 Lo contrario no necesariamente es cierto, pues la eficiencia de mercado solo requiere de in-
dependencia.
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Si el precio de un activo financiero sigue una caminata aleatoria* de la forma:
y,=Yy,, + u,donde ut~N(0,06%) y y,= 0. Por sustitucin recursiva se tiene que: y =
Yo tw=y,+ 0 ==y + W+ )+ -+ 1. Substituyendo y, =0y aplican-
do la propiedad de la varianza para procesos independientes se obtiene: Var(y) =
Var(u,) + Var(u,) + -+ + Var(p,) = t6>. Si se caracteriza el proceso por la desviacién
estandar se obtiene: Vt0. Este es el origen de la raiz cuadrada del tiempo.

Como se muestra claramente en el razonamiento anterior, la regla de la raiz del
tiempo se basa totalmente en la idea de que los precios se comportan como una
caminata aleatoria y que los retornos son independientes; es decir, en la hipotesis
de los mercados eficientes. Dicha teorfa no solo ha sido muchas veces descartada
para el caso colombiano (ver Uribe y Ulloa, 2011 o Pérez y Mendoza, 2010), sino
que ha sido establecida como el paradigma mas fragil de la teoria de las finanzas
modernas. En este tltimo aspecto, por ejemplo, Ball (1995) menciona que las limi-
taciones de dicha teoria son muchas y que incluso pueden ser clasificadas en tres
categorias: 1) las que se relacionan con la falla en la explicacion del comportamien-
to de los precios, ii) los defectos en la eficiencia como modelo de mercados y iii)
los problemas en las pruebas de eficiencia para explicar los modelos de mercado.

Los problemas de la teoria en la explicacion de los comportamientos del mer-
cado se suman a los de los métodos econométricos tradicionales para hacer menos
vdlida su aplicacion en la practica. Dichos problemas tienen que ver, segtin Peters
(1991), con los conceptos de equilibrio que subyacen a dichos métodos, y la fijacion
del horizonte de inversidon como irrelevante o como una variable cualquiera. El
primero tiene que ver con la idea de que los choques en los modelos tradicionales
son temporales y decaen exponencialmente en el tiempo, lo que es contradictorio
con la caracteristica evolutiva de este tipo de sistemas, y el segundo que tiene que
ver con la idea de una memoria limitada del pasado para unos casos o la no impor-
tancia de la tendencia en otros.

4 En el caso de una trayectoria continua si se supone que los cambios en los precios son indepen-

dientes, se esperaria que estos fueran normales con media estable y varianza finita por el teorema
del limite central. Por otro lado, en procesos discretos para que el reescalamiento por la regla de la
raiz sea posible se necesita que ademads de independencia, el segundo momento de la distribucién
escogida exista y el comportamiento de los cambios en los precios sea estacionario. Lo anterior,
debido a que la independencia es necesaria para expresar la varianza de la suma como la suma de
varianzas, pero para que esta cuenta tenga sentido se necesita la segunda condicién y para tomar
factor comin de la varianza se necesita la tercera.
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Esto ultimo es de gran importancia, ya que la retroalimentacion real de un
inversionista considera correlaciones de largo plazo y eventos pasados para la
toma de decisiones. De igual forma, es importante anotar que el primer problema
aparece no solo en la econometria tradicional, sino que viene desde la definicion
de la teoria de los mercados eficientes, pues se supone que el arbitraje siempre
corregird las desviaciones que haya en los valores justos (los que descuentan toda
la informacion disponible), lo cual genera un equilibrio estocastico permanente.

Aunque una forma de comprobar facilmente si una serie de precios es una ca-
minata aleatoria, es hacer una prueba de raiz unitaria para comprobar el parametro
que acompafia ay,_ ,y una prueba de normalidad de los precios, tales pruebasno
servirfan para establecer cual deberia ser el verdadero parametro de escalamiento®.
De igual forma, dicha prueba solo se ocuparia de problemas de autocorrelacion de
corto plazo, y no de la dependencia de largo plazo, que es la que concierne a este
trabajo. Por ultimo, Summers (1986) demuestra que las pruebas estadisticas co-
munmente usadas para evaluar la eficiencia de los mercados especulativos tienen
muy bajo poder. Es por esta razén que han surgido otros métodos que,ademads de
demostrar que los retornos no son independientes, calculan el grado de dependen-
cia de estos.

En Colombia, los trabajos sobre este tema se han enfocado hacia la estimacién
del exponente de Hurst ajustado y el estadistico v, de Lo (1991) para distintas se-
ries financieras. Los trabajos de Ledn y Vivas (2010) y Leiton (2011) realizan las
estimaciones del primer coeficiente mediante la metodologia de rango reescalado
clasico (R/S) y modificado (mR/S)®, mientras el primer trabajo lo complementa
hallando el estadistico V mencionado.

El exponente de Hurst se define en términos del comportamiento asintético del
rango reescalado de una serie de tiempo. Dicho rango reescalado cldsico se defi-
ne como el rango (R) de la desviacion acumulada de una serie de tiempo y, frente
a su media y durante un periodo n; ajustado por la desviacion estandar (S) de y..
Empiricamente Hurst (1951) encontrd que dicho rango podia ser representado por
medio de la siguiente ecuacion:

R(n)

Sty =" oY)

3 En cualquier caso, estas pruebas no deberian ser concluyentes, pues como se menciono an-

teriormente, una caminata aleatoria no necesita el supuesto de normalidad.

6 La ventaja de la segunda metodologia se encuentra en la capacidad de excluir la incidencia
de procesos de memoria de corto plazo en la estimacion de la dependencia de largo plazo.
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Donde, H = 0,5 representa incrementos independientes (gaussianos o no gaussia-
nos) como los de una caminata aleatoria, 0,5 < H < 1 procesos en los que la memoria
de largo plazo muestra persistencia’ y 0 < H < 0,5 procesos en los que la memoria
de largo plazo muestra antipersistencia®.

A partir de una linealizacién por medio de logaritmos y una estimacién por
Mco (minimos cuadrados ordinarios) los trabajos mencionados estiman H como
el indice de dependencia de largo plazo, y H*/’ para corregir por el sesgo que se
origina en la estimacion con series finitas de propiedades asintéticas.A través de
la metodologiamR/S se estimd, de una manera similar, dicho pardmetro, al cam-
biar el pardmetro usual de estandarizacion (que era la desviacién estandar) por un
estimador que incluia la varianza y la autocovarianza de los datos hasta un rezago
T a fin de hacer robusta la estimacién ante dependencias de corto plazo.

Ambos trabajos encontraronque las series de tiempo financieras colombianas
tienenun H, e 0.5, por lo que concluyen que existe memoria de largo plazo y que
el pardmetro de escalamiento de dichas series debe ser el encontrado. De igual for-
ma, este resultado fue reforzado con el estadistico Vq para el caso del IGBC e IDXTES
(indices del mercado de renta variable y fija, respectivamente), mas no para la TRm.
Este tltimo estadistico se estimé en razon de la dificultad para realizar pruebas
estadisticas sobre el exponente H estimado mediante mR/S.

Pese a que 1a metodologia mR/S supone que el proceso de la variable aleatoria
es de tipo gaussiano y que se basa en un estadistico sesgado (Taqqu et dl., 1999),
y pese a que esta no captura el proceso de memoria de largo plazo de ciertos pro-
cesos (Peters, 1991), los trabajos descritos concluyen que el mercado accionario y
de renta fija colombianos presentan memoria de largo plazo. Esto no se extiende al
mercado cambiario debido a que el resultado de la metodologia mR/S no es susten-
tado por el estadistico V. el cual no es concluyente para ningun rezago g. En este
sentido, el trabajo de Leiton (2011) recomienda explorar otras metodologias para
cuantificar la dependencia de largo plazo y fortalecer los resultados encontrados
en los primeros trabajos.

Es de destacar que para el caso especifico de la TrRm, Castafio et dl. (2008) cal-
culan la volatilidad multiperiodo y encuentran que los prondsticos de las varianzas

7 Persistencia significa que un retorno de signo positivo tiene una alta probabilidad de ser se-
guido por otro del mismo signo, y viceversa.

8 Antipersistencia significa que un retorno de signo positivo tiene una alta probabilidad de ser
seguido por uno negativo, y viceversa.

9 —
H,=H-(H-0.5).
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multiperiodosson diferentes a los obtenidos por la regla de la raiz, concluyendo
que la serie presenta evidencia de memoria de largo plazo.

3. Consecuencias practicas de la dependencia de largo
plazo

En general, existen pocos trabajos que tratan el tema de la dependencia de largo
plazo de las series financieras'’. Asi,las mediciones que se han hecho sobre estas
se han dado solo para ver si se comportan 0 no como caminatas aleatorias, usando
la metodologia tradicional que las caracterizan como: débil, semifuerte y fuerte.
Dichas caracterizaciones utilizan pruebas que se basan unicamente en dependencias
de corto plazo (e.g. modelos GARCH) yusan el supuesto de que por el teorema del
limitecentrallos cambios en los preciosson normales con media estable y varianza
finita, lo que es invalido si existiese dependencia de largo plazo.

El resultado de no tomar en cuenta la dependencia de largo plazo se refleja en
el amplio uso de laregla de laraiz del tiempo. Entre los temas que mds utilizan este
supuesto estan aquellos relacionados con analisis de volatilidades, medicion de
riesgos y optimizacién de portafolios. En cuanto al andlisis de volatilidades, esto
se refleja en la idea de que el cambio en la variabilidad de una serie es explicado
por los choques mds recientes (e.g. modelos GARCH y EWMA), y la irrelevancia de
los ciclos de longitud no periddica en la explicacion de la misma.

En la medicion de riesgos este supuesto se refleja en la utilizacion de dicha
préctica para re-escalar el VaR de corto plazo a fin de obtener el de largo plazo.
Dicha préctica resulta poco confiable, pues existen muchos problemas al intentar
extrapolar las volatilidades. De hecho, en la revision realizadadurante 2009 por
el Comité de Basilea a los estdndares cuantitativos del calculo del riesgo de mer-
cadose encontré que la regla de la raiz del tiempo subestima significativamente
el riesgo,por lo que en la actualidad el uso de dicha regla debe realizarsebajo un
sustento técnico adecuado que satisfaga los requerimientos del ente supervisor
(B1S,2009). En el caso colombiano, Melo y Granados (2011) encuentran que dicha

10" Laliteratura internacional se ha enfocado en la realizacion de pruebas para determinar la pre-

sencia de memoria de largo plazo en series financieras que van desde tasas de interés hasta otras
que miden la volatilidad del mercado accionario. Una recopilacion de los mas importantes trabajos
que se han hecho sobre el tema puede ser encontrada en Baillie (1996).
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regla no genera estimaciones apropiadas, pese a que es sugerida por la Superin-
tendencia Financiera''.

Los problemas que tiene el uso de la regla de la raiz del tiempo para escalar
el VaR, tienen que ver con los supuestos en los que esta se basa. A pesar de que la
regla aplica para la volatilidad, sin importar la distribucién subyacente de los datos
(siempre y cuando sean 1D), esta no aplica para el VaR a menos que los retornos
estén normalmente distribuidos'?. De esta forma, su uso solo tiene sentido si se
logra demostrar que los retornos son normales e 1D.

Sumado a lo anterior, se debe tener en cuenta que la agregacion de los datos en
el tiempo cambia las propiedades de los mismos. En este sentido, por ejemplo, si
los datos diarios muestran clusteres de volatilidad, los semanales o mensuales no
los tendrdn en el mismo grado.

A pesar de todas las dificultades que conlleva el uso de la regla, esta sigue sien-
do usada para escalar el VaR debido a que para hacer estimaciones a diez dias la
mayoria de técnicas necesitan informacion de al menos 3.000 dias de negociacion
o cerca de 12 afios, lo cual resulta implausible para la mayoria de las aplicaciones.
De la misma manera, para hallar un VaR anual se necesitarian al menos 300 afios
y para niveles de probabilidad extremos (e.g. 0,1%) los requerimientos de datos
también se incrementarian de forma abrupta (Danielsson, 2011).

Para el caso de la optimizacion de portafolios, el uso de la regla de la raiz del
tiempo se deriva de la idea de que los precios recogen toda la informacién dispo-
nible. Si se suponeque los retornos de los activos no siguen una caminata aleatoria
gaussiana, anualizar la volatilidad, mediante la regla de la raiz cuadrada del tiem-
po, no genera un estimativo real del nivel de riesgo asociado con la inversion,por
lo que inversionistas que desean valorar posiciones basados en un nivel objetivo
de volatilidad no logran buenos estimativos. Holton (1992)demuestra que una de
las implicaciones es que el riesgo de la inversion es una funcion no solo del tipo
de activo considerado, sino también del horizonte de inversion preferido por el
inversor. Peters (1991) igualmente demuestra que incluso pequefias desviaciones
de un comportamiento puramente aleatorio puede llevar a que los inversionistas
malinterpreten su nivel de riesgo real.

Si el periodo de inversidn es irrelevante, la consecuencia es que para un nivel dado
de volatilidad todos los inversionistas son recompensados con una prima de riesgo

" Circular externa 51 de 2007.

2. Danielsson, J. (2011), presenta una demostracion formal en el teorema 9.1 de su libro.
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idéntica, sin importar si estan invirtiendo a corto o a largo plazo.Esto es contra intui-
tivo, puesa mayor plazo se espera que aumente el valor de la prima de riesgo de mer-
cado. Igualmente, como demuestra Gregoriou (2009), portafolios de media-varianza
que se hallan con laregla de la raiz exhiben niveles exagerados de media y volatilidad.

Otras aplicaciones comunes de las reglas de escalamiento de la volatilidad en
economia financiera estdn relacionadas con la estimacion de la volatilidad de largo
plazo en modelos como el capm (Capital AssetPricingModel) y el modelo de valo-
racion de opciones de Black-Scholes-Merton, los cuales son tipicamente estimados
con base en medidas anualizadas del retorno de los activos y de la volatilidad de
estos.Gregoriou(2009) demuestra que en el caso del capwm, si los retornos poseen
una dependencia negativa de largo plazo (H < 0,5), las inversiones mantenidas en
el largo plazo son relativamente menos riesgosas y las mantenidas en el corto plazo
son relativamente mas riesgosas que lo predicho por la raiz cuadrada del tiempo.
Alternativamente, si los activos tienen dependencia positiva de largo plazo (H >
0.,5), las inversiones mantenidas en el corto plazo son relativamente menos ries-
gosas e inversiones mantenidas en el largo plazo son relativamente mds riesgosas
que lo predicho por la regla de la raiz del tiempo. Batten y Ellis (2005), de igual
forma, demuestran que el inapropiado escalamiento del riesgo subestima el precio
de las opciones put y call en los mercados de divisas.

En Colombia, Ledn et dl. (2012) estiman el sesgo del capm en cuanto a los
betas y los retornos esperados, y demuestran que el supuesto de neutralidad del
horizonte del tiempo es invélido. Este trabajo resalta la importancia del horizonte
de inversion para el manejo del riesgo y la asignacion del capital, y realiza prue-
bas estadisticas con un 99% de confianza que demuestran que mas del 60% de las
acciones exhiben betas que son estadisticamente diferentes de aquellos que incor-
poran el efecto de la dependencia de largo plazo. Por esta razén se enfatizan los
resultados de Holton (1992) sobre la doble dimensidn del riesgo, que abarca tanto
la clase de activo, como el periodo de tenencia, y se propone una metodologia para
crear un modelo capm dependiente del horizonte de inversion.

Puesto que el uso del modelo capm y Black-Scholes-Mertones amplio y abar-
ca temas que van desde la seleccion de portafolio hasta la fijacion de precios de
serviciospublicos'?, su correcta especificacion debe ser revalidada pues, como se
demuestra mds adelante,algunas de las series colombianas tienen un alto grado

3 En Colombia la cra (Comision de Regulacion de Agua Potable y Saneamiento Bésico) y la

crc (Comision de Regulacion en Telecomunicaciones) usan el capum para el calculo de los cargos
de acceso a algunos servicios publicos.
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de dependencia. Dicha revalidacion debe buscar que los modelos expliquen si-
tuaciones tradicionales del mercado, como los comportamientos de manada o la
heterogeneidad en el horizonte de tiempo de los agentes, pues en realidad estas
son algunas de las causales de dicha dependencia'*.

4. Introduccion a la metodologia wavelets y el analisis
tiempo-frecuencia

En general, las técnicas estadisticas usadas en economia estan disefiadas para mo-
delar las series de tiempo en el dominio del tiempo. Esto es proveer una descripcion
adecuada de cada componente de la serie (de forma conjunta o separada), segin
corresponda a la parte irregular, ciclica, tendencial o estacional.

Para hacer esto generalmente se usan modelos estructurales (e.g. filtro de Kal-
man) u otros enfoques cldsicos que se enmarcan dentro de la regresion (€.g. ARIMA).
El primer tipo de modelo se enfoca en la representacion de alguna componente de
la serie, siendo su principal caracteristica el dinamismo que permite que los coefi-
cientes evolucionen a través del tiempo, mientras que el segundo es mds general,
pues mediante la diferenciacion de la serie intenta eliminar la parte tendencial y
estacional a fin de modelar todo en conjunto.

A pesar de que estas técnicas son las mds usadas, no son las Unicas, pues exis-
tenotras que estudian el comportamiento de la serie, pero en el dominio de la fre-
cuencia. Dichas técnicas, como el analisis de Fourier, simplemente descomponen
la serie de tiempo en términos de funciones seno y coseno de diferentes frecuencias
en vez de las componentes tradicionales. Al igual que ocurre con las componentes
del dominio del tiempo, la serie inicial se puede obtener como la suma de cada una
de las funciones seno y coseno.

Las técnicas del dominio de la frecuencia son usadas generalmente para en-
contrar la contribucion de cada frecuencia a la varianza total de la serie y para el
andlisis de los componentes ciclicos y estacionales. En el primer caso son bastante
ttiles debido a que sefialan qué frecuencias de la serie, y por tal qué periodos', son
los que maés explican la variabilidad de la misma. En el segundo caso, son utiles

4 Cont (2002) considera que los mecanismos econdomicos que explican la dependencia de largo

plazo son los siguientes: la heterogeneidad en los horizontes de tiempo de los agentes, el com-
portamiento evolutivo de los mismos, los cambios en las estrategias de trading y la inercia de los

inversores.

15 La frecuencia es una magnitud que es inversa al periodo.
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para crear filtros, como el de Hodrick y Prescott, que remueven componentes de
frecuencia que estdn en un rango en particular y que se consideran no pertenecen
a las componentes que se quieren aislar.

Existe una metodologia que realiza el andlisis simultineamente en el dominio
del tiempo y en el dominio de la frecuencia, y se conoce como transformacién
wavelet. Esta técnica tiene la particularidad de hacer un andlisis local (es decir se
enfoca en tramos de la serie) frente al global que hacen las técnicas del dominio
dé la frecuencia (se enfocan en obtener caracteristicas conjuntas de toda la serie),
y también la particularidad de que no usa estrictamente frecuencias para presentar
sus resultados, sino escalas o niveles de resolucion.

Dicha transformacién, como su nombre lo indica, se basa en un tipo especial de
funciones conocidas como funciones wavelet (\(t)), caracterizadas por dos propieda-
des conocidas como la condicion de la integral igual a cero ([~ *(r)dt = 0) y energia
unitaria (/= y*(r)dt = 1). Al contrario de las funciones seno y coseno, las funciones
wavelet no oscilan alrededor de cero sino que se desvanecen alrededor de este (por
eso su nombre). El Gréfico 1 presenta algunos ejemplos de funciones wavelet.

Gréfico 1. Ejemplos de funciones wavelet

Haar Daublets
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Fuente: Crowley (2005)
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La transformacion wavelet se descompone en dos grandes tipos de transfor-
maciones: la transformacion wavelet continua (cwr) y la transformacion wavelet
discreta (pwT). La primera usa una sola funcién wavelet que se conoce en la li-
teratura como funcion waveletmadre, mientras que la pwT usa dos funciones: la
funcién wavelet madre y la funcién wavelet padre ({p(7)), que se diferencia de la
madre en que su integral sobre ¢ es igual a uno.

Desde un enfoque matemaético, la cwt se define como la proyeccion de la fun-
cion wavelet madre en la serie de tiempo analizada, mediante el producto interior
de los elementos de las mismas (ver ecuacion 2). Esta proyeccion se basa en la
dilatacion (W(x)) — W(2x))y translacién de una funcién (W(2x) — W(2x — 1)),
que genera como resultado lo que en la literatura se conoce como coeficientes
wavelets o detalles.

Wi = 1% ) W ) (2)

()
Donde

W () =\/LX‘PH =) e

Los pasos para obtener todos los coeficientes son los siguientes'®:

1. Se selecciona una funcién wavelet y se compara con la seccién inicial de
una serie de tiempo.

2. Se calcula el coeficiente wavelet, que en valor absoluto representa el grado de
asociacion entre la funcidén wavelet y la seccién con la que se compara (entre mas
grande mayor). Ejemplo: Siy =[4,3,2,0,1] representa los valores de la serie en ese
tramoy w=1[0,0.2,0,-0.2,0] los valores de la funcién wavelet en el mismo, el coefi-
ciente wavelet serfaigunalaC=(4-0)+3-0,2)+(2-0)(0--0,2)+(1-0)=0,6,
que indicaria que las funciones estdn en algtin grado correlacionadas.

Serie

Wavelet

16 Tomado de Misiti et al. (2011).
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3) Se mueve la funcién wavelet a 1a derecha y se repite el paso 1 y 2 hasta que
la funcién wavelet cubra toda la serie.

Serie

» Wavelet

4) Se escala (expande o contrae) la funciéon wavelet y se repiten los pasos 1 a 3.

Serie

" Wavelet

5) Se repiten los pasos 1 a 4 para todas las escalas.

Desde un enfoque estadistico los coeficientes wavelet de la cwt se interpretan
como promedios ponderados de una serie que cambia de un periodo a otro. En
términos simples, los coeficientes wavelet se pueden interpretar con base en una
linea de tiempo que contiene informacién de una serie de tiempo dividida en dos
intervalos adyacentes como la presentada en el Gréfico 2.

Grafico 2

Promedio 1 Promedio 2

El coeficiente wavelet en el momento 7 y la escala 1 (suponiendo que se utiliza el
waveletHaar), correspondiente a la serie descrita, seria igual a la diferencia entre el
promedio 2 menos el promedio 1. Al cambiar el momento (translacion), se obtiene
un nuevo coeficiente al igual que al cambiar la escala (dilatacién).
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Un ejemplo sencillo de como funciona la cwt es tomar una serie de tiempo de
longitud 1000 compuesta por ceros y un salto igual a 1 en el momento 500. La cwt
(nuevamente usando el wavelet Haar) es la presentada en la Gréafico3"".

Grafico 3. Valor absoluto de los coeficientes wavelet

127
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Lo 4150
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L 4100

50
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Tiempo

Fuente: calculo del autor

Los colores célidos representan cambios grandes y los frios cambios pequefios,
segtin la barra de la derecha. Como se puede observar, alrededor de la observacion
500 se encuentran todos los coeficientes diferentes a cero, pues es el tinico punto
donde hay un salto que crea diferencia en los promedios adyacentes. De igual for-
ma, se observa que a medida que aumenta la escala aumenta el nimero de coefi-
cientes diferentes de cero, pues la longitud de los promedios aumenta, permitiendo
que capturen el efecto del salto en la serie.

Si, por ejemplo, la serie de tiempo analizada representa la tasa de cambio
mensual, un grafico de C(A = 3,¢) contra el tiempo dird qué tan rapido variala tasa

7" Evidentemente la representacion tridimensional es necesaria, pues los coeficientes estan en
funcioén del tiempo y la escala.
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de cambio promedio sobre el trimestre de un trimestre a otro; al incrementar la
escala A hasta un afio, el grafico de C(A = 12,¢) dird cuanto varia la tasa de cambio
promedio anual de un afio al siguiente.

Debido a la gran versatilidad de esta herramienta, que permite capturar detalles
importantes y darnos una idea general del comportamiento de una serie, Schlei-
cher (2002) la compara con unos lentes de cimara de amplio alcance que permiten
tomar fotos de un paisaje extenso, a la vez que permite realizar un zoom sobre los
detalles microscopicos que normalmente son imperceptibles para el ojo humano.
Igualmente, Graps (1995) define el analisis wavelets como mirar el bosque para
detectar grandes particularidades y a la vez los drboles para detectar las pequeiias.

Para cada wavelet particular se tiene una interpretacion diferente, pero en todos
los casos la idea es analizar la diferencia entre promedios. Por ejemplo, “el sombre-
ro mexicano”, da como resultado una diferencia entre un promedio ponderado en
una unidad de escala y el promedio de dos promedios ponderados alrededor de esta.

Debido a que la cwr es redundante, en el sentido de que hace una representacion
bidimensional (tiempo y escala) de una serie que tiene solo una dimension (tiempo),
y debido a que discontinuidades como las presentadas en el primer ejemplo son
observadas en algin grado en cada escala, se cre6 una version mds simplificada
de la cwt, conocida como pwt!® (transformacion wavelet discreta por sus siglas en
inglés). La submuestra de los elementos de la cwt que se usan en la pwt, W(A, 1),
son aquellos cuyas escalas de dilatacion son binarias (2/), y donde 7 es tal que es
multiplo de 2.

La forma eficiente de implementar tal esquema fue desarrollado por Mallat
(1988) mediante el algoritmo que lleva su nombre, y que consiste de dos filtros:
un filtro pasa bajos (lowpassfilter) y un filtro pasa altos (highpass), en el que el
primero filtra los coeficientes obtenidos con base en la funcién wavelet padre y el
segundo los coeficientes obtenidos con base en la funcion madre. En la practica
tales coeficientes son muy importantes, pues los primeros representan la tendencia
suavizada de la serie (conocidos como aproximaciones) y los segundos las desvia-

'8 Algunos autores entienden la pwT como una cwt en la que la integral no se calcula entre -

e % sino en cualquier otro intervalo, mientras que otros la entienden como una version discreta de
la cwt (definiéndola inicamente para un conjunto de escalas y tiempos). En este documento, se
toma la segunda definicion.
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ciones de dicha tendencia (conocidos como detalles)'’. Graficamente, el algoritmo
de Mallat se puede representar como en la Gréfico 4.

Grafico 4. Algoritmo de Mallat

| L @—rtwwmmw
| ‘ II |‘
b Q—f| ||"| | |

Fuente: Misitier dl. (2011)

Con las aproximaciones obtenidas a partir de la pwt es posible realizar una nueva
DWT a fin de obtener nuevos niveles de resolucién para cada componente. Esto
se conoce en la literatura como analisis multi-resolucién (MrA) (ver Grafico5).

Grafico 5. Analisis multi-resolucion?

S
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Fuente:Misitiet al. (2011)

9 Para ver mas detalles y ejemplos numéricos del algoritmo de Mallat remitirse a Schleicher
(2002).

2 cA: Coefientes de Aproximacion. cD: Coeficientes de Detalles.
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Segun Lahura y Vega (2011) el Mra es la formalizacion matemaética de una
idea simple: obtener sucesivas aproximaciones de una serie, de tal forma que cada
nueva aproximacion es mejor que la dltima. Si {---,§,,S, |, S, ,, ---} representa
un MRA, entonces S, | €s una mejor aproximacion que S, esto es con una mejor
resolucién. Las diferencias entre las varias aproximaciones son los detalles y
pueden ser denotados como D, =S, — S, por lo que una aproximacion puede ser
expresada como la suma de una resolucion mds baja mas un detalle, S, =D, +S.
En general, si §, denota la mejor aproximacion (una con la mejor resolucion) de
una serie (1), entonces f(r) = §, + D,. Si un MRA existe para una serie, entonces es
posible obtener diferentes aproximaciones de la serie expresada como la suma de
una aproximacion de menor resolucion y un detalle. En particular, la secuencia S,
=D,+S8,,5,=D,+S,,--, Sj_2 = Dj_1 + S]._l, Sj_] = Dj + Sj. De esta forma, el analisis
multi-resolucién es capaz de expresar una serie f(f) como la suma de una aproxi-
macion S, y diferentes detalles D :

f(t)=S1.+Dj+DF1 + . +Dj+ ~-+D, (4)
La interpretacion de los detalles es qué tanta informacion es ganada (perdida) si la
serie f(t) fuese muestreada mas (menos) frecuentemente. Por ejemplo, si cada dos
observaciones de los valores de f{r) son promediados de tal forma que (4-)- (fﬁ);ﬂ
para diferentes ¢, los detalles serian las cantidades faltantes para obtener la serie
original f(t) = S(¢) + Dj.

La aproximacion, de igual forma, puede ser vista como la serie suavizada o como
la parte ciclica y de tendencia de una serie, mientras que los detalles como la parte
irregular de la misma. Segun esta interpretacion, cada detalle corresponde a varia-
ciones de la serie que ocurren con determinada frecuencia (la de la escala j), siendo
el primer detalle el correspondiente a la mayor frecuencia y el ultimo al de la menor.
La descomposicidn de la serie en aproximacion y detalles tiene la propiedad de que la
suma de la varianza de cada uno de estos componentes es la varianza total de la serie.

5. Procesos de memoria larga, fractales y su relacion con
el analisis multi-resolucion

Para realizar un analisis de la dependencia de largo plazo de una serie temporal se
deberia conocer el proceso generador de datos de la misma o, en su defecto,una

serie de observaciones lo suficientemente larga, de forma que esta pudiese ser
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caracterizada de manera fiable. Como esto no es posible en la mayoria de apli-
caciones, se debe asumir que esta se comporta como un fractal, de forma que los
comportamientos de corto plazo se extienden a los de largo plazo. Dichos fractales
son procesos de memoria larga que tienen algunas propiedades particulares al ser
analizados mediante un analisis multi-resolucién, como se muestra en esta seccion.

Los procesos de memoria larga son series que por naturaleza tienen observa-
ciones que dependen de otras separadas por grandes intervalos de tiempo, lo quese
puede traducir en autocorrelaciones que decaen de forma lenta (decaimiento hi-
perbolico). En el dominio de la frecuencia, estas series se caracterizan por tender a
infinito al acercarse a frecuencias cercanas a cero. Es importante destacar que esta
definicién solo implica que la suma del valor absoluto de las autocovarianzas no
converge, pero no fija ninguna restriccion en las autocorrelaciones individuales.

Matemaéticamente, y en el dominio del tiempo, la condicién antes mencionada
para las autocovarianzas se pueden expresar asi:

y(t) = |t]**!, cuando |t| —

Donde 7 es el rezago del tiempo de un proceso estacionario x(¢), y d el pardmetro
de memoria de largo plazo.En el dominio de la frecuencia, la presencia de memoria
de largo plazo se expresa mediante el comportamiento de la funcién de densidad
espectral f(w):

f(®) = c|o|?, cuando & — oo

Donde w € (-n, 1) yc >0

Como se desprende de las ecuaciones anteriores, la dependencia de largo plazo
depende del comportamiento de largo plazo de la funcién de autocorrelacion para
rezagos muy grandes, el cual es dificil de estimar en la practica ya que los datosque
se analizan son muestrales y el comportamiento que se quiere analizar es asintoti-
co. Asimismo, como demuestra Leén y Reveiz (2012), la estimacién estdndar por
medio de las autocovarianzas o las autocorrelacciones tiene poca consistencia y
robustez para detectar y medir dependencia, especialmente dependencia de largo
plazo, pues esta se encuentra restringida a un mundo gaussiano; lo que significa,
en otra palabras, que dicha estimacion no es robusta a cambios en la distribucién
y deberia usarse con precaucion si las series de tiempo no son normales.

Por las anteriores razones, modelos con dicha dependencia son usualmente
formulados en términos de procesos autosemejantes (self-similar process, en
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inglés)?'u otro tipo de procesos mas generales como los fractales, que permiten
deducir comportamientos de largo plazo a partir de comportamientos de corto pla-
zo mediante la extrapolacién, pues estos dltimos son més facilmente observables.

Segtin Peters (1991), los fractales aleatorios (los usados en series de tiempo)
se definen con base en los fractales deterministicos de las matemdticas. Dichos
objetos se entienden comoaquellos enlos cuales las partes estdn, en alguna forma,
relacionadas con el todo y no son explicables mediante la geometria euclidiana
tradicional, que vuelve mds simple los objetos al acercarse mds al detalle (e.g. un
bloque tridimensional se vuelve un plano de dos dimensiones, y este a la vez se
vuelve una linea en una sola dimension hasta que finalmente se vuelve un punto).

Los fractales, por lo contrario, son objetos que muestran mas detalle entre mas
cerca se estd (e.g. los arboles se enraman de acuerdo con una estructura fractal,
puescada rama con sus ramas mds pequefias, es similar al arbol completo en un
sentido cualitativo). De igual forma, muestran autosemejanza, que en el caso de
los objetos se da con respecto al espacio,y que en el caso de las series de tiempo
fractales se da con respecto al tiempo (ver Grafico 6).

Grafico 6. Serie fractal
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Fuente: Abry et 41.(2009)

*' Formalmente un proceso estocdstico (X),, se define como autosemejante si existe un /> 0

tal que para cualquier factor de escalamiento ¢ > 0, el proceso (X ), ¥ (cHXt)tzo tienen la misma
distribucion:

(AX'C[),ZO N(CH‘X;)tzO
Donde H es el exponente de autosemejanza del proceso H.
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Una medida de qué tan irregular es una serie esla dimension fractal. Dicha
dimension tradicionalmente se define en términos de la relacidn que existe entre
la cantidad de circulos necesarios para cubrir una serie de tiempo y su radio. Si se
cuenta el nimero de circulos con determinado didmetro que se necesitan para cu-
brir la serie completa; y luego se incrementa el didmetro y se cuenta nuevamente
el nimero de circulos, se encuentra que el nimero de circulos tiene una relacién
exponencial con el radio del circulo mediante: N(2r)* = 1. Despejando se encuentra
que la dimension fractal es igual a:

p= 108N (s

" dos(yy

Donde, N es el nimero de circulos, r el radio de los circulos.

Esta medida es importante en el caso de las series que presentan memoria de
largo plazo, ya que como demuestra Peters (1991), H puede ser reescrito en térmi-
nos de D, como: H=2-D,.Eneste sentido, H sirve para cuantificar el grado de
heterogeneidad de una serie, pues a medida que H aumenta la dimension fractal
disminuye hasta llegar a una serie que es totalmente homogénea, es decir, que no
cambia en el tiempo.

La estimacion del exponente H'y, por lo tanto, de D, puede realizarse utilizando
andlisis en varios dominios: el del tiempo, el de la frecuencia o el de tiempo-escala
(ver Cuadrol). En el dominio del tiempo, los andlisis se centran en los primeros
y segundos momentos de la serie, corregidos por tendencia en algunos casos (e.g.
R/S). En el dominio de la frecuencia, el analisis se enfoca en las caracteristicas
del periodograma® o en las caracteristicas de otros estimadores que mejoran el
desempeifio de este*. Por dltimo, el andlisis wavelet basa totalmente su andlisis en
la transformada wavelet (Arango et 4l., 2001).

2 El periodograma muestra la relacion entre las distintas frecuencias de las funciones seno y
coseno que componen una serie de tiempo y su aportea la serie completa.

#  En muchas aplicaciones el periodograma puede describir bien las frecuencias dominantes,
pero puede no describir muy bien el resto. De igual forma, este es demasiado ruidoso por lo que
otros estimadores de la magnitud de frecuencia generan mejores resultados.
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Cuadro1. Andlisis en varios dominios usados para estimar H

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia Dominio tiempo-escala

Analisis de dispersion Periodograma Transformada wavelet

Andlisis de rango

Promedio ponderado en segmentos traslapados
Analisis de varianza (wosa)

Fuente: Arango et 4l., (2001)

El analisis en el dominio tiempo-escala, ademds de poseer ventajas frente a los
otros analisis, por sus propiedades de localidad y de captura de caracteristicas de
los estimadores del resto de dominios, tiene la ventaja de estar relacionado con los
procesos mds importantes de la literatura financiera.

Uno de estos procesos, y que es ejemplo de proceso fractal autosemejante,
es el movimiento browniano fractal (fBm), definido por Mandelbrot y Van Ness
(1968) como la extension de la caminata aleatoria tradicional a la caminata aleato-
ria sesgada. Dicho proceso se caracteriza por ser un proceso estocdsticogaussiano,
con pardmetro de escalamiento H, de media cero y no estacionario, en el que las
principales propiedades estadisticas dependen del tiempo**. Segtin Le6n y Reveiz
(2012), el fBm describe mejor el comportamiento de los precios, pues cambios
significativos y sostenidos son mas probables que los que el modelo browniano
estdndar y de caminata aleatoria asumen.

El incremento derivado del fBm, se denomina ruido fractalgaussiano (fGn),
que es un proceso similar a un ARFIMA(0,d,0) en la medida que las covarianzas de
ambos procesos tienen un comportamiento similar(Taqquet /., 1995).

Procesos como el fBm se pueden definir a través de sus dos primeros momentos
estadisticos, sin embargo, este se puede generalizarcomo un modelo multifractalal
generar el movimiento fraccional Levy. Este modelo representa procesos en los
que la autosemejanza puede tener diferentes origenes: puede aparecer a partir de
la alta variabilidad en situaciones donde los incrementos son independientes y de
colas pesadas, o puede aparecer a partir de solo fuerte dependencia, incluso en la
ausencia de alta variabilidad (Cont, 2002). Dichos modelos se alejan de la cami-
nata aleatoria tradicional, por lo que tienden a ser considerados ajenos a la teoria
tradicional y se pueden considerar como puramente empiricos.

. c! .
#*  Laestructura de las autocovarianzas es y(t) = 5 ({f* + [t - ©*- [#") y la de las autocorrelacio-

nes p(t) = 2**1- 1
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Jensen (1999) demostro que, en general, toda serie fraccionalmente integrada,
definida por (1 — B)?y (f) = &(r) (donde B representa el operador de rezago), con
-0,5<d<05ye() ~i.id. N0, o?), luego del andlisis multi-resolucién basado,
en wavelets, genera detalles que se distribuyen N(0, 0*2%), donde j es el para-
metro de escalamiento de los wavelets* Al tomar la transformacion logaritmica,
en base 2, de la varianza de los detalles a escala j, se obtiene la siguiente relacion,
donde el pardmetro de integracion fraccional d puede ser estimado mediante una
regresion por MCo:

lOg2 Y(]) = log2 o’ — 2d] (6)

Donde y(j) es la varianza de los detalles a escala j; d es el pardmetro de integracion
fraccional; y j es el parametro de escalamiento de los wavelets. Segtin Abry et dl.,
(2009) para el caso particular de procesos autosemejantes como el fBm o el fGn,
con base en d se puede obtener el exponente de Hurst H como:

H=05+d) (7)

En términos practicos la ecuacion (6) describe la relacion que existe entre la varian-
za correspondiente a cada escala o frecuencia (que se traduce en la varianza para
diferentes periodos de muestreo), y dicha escala. Si se cumpliera la regla de la raiz
del tiempo dicha relacion describiria la forma funcional de la raiz cuadrada, pues
a medida que se incrementa el periodo de muestreo la varianza se incrementaria
en forma proporcional a dicha raiz. De esta forma, el supuesto de que es una serie
fractal simplemente nos ayuda para que al solo observar una parte de esta relacion
se pueda concluir sobre toda la serie, pues esta se mantiene.

Como se dijo anteriormente, si el proceso subyacente de los retornos es el de
un fGn en el que las estructuras de las autocovarianzas y las autocorrelaciones
dependen del pardmetro H, esta medida no solo indicaria el grado de dependencia
de largo plazo, sino que corresponderia al exponente de autosemejanza del pro-
ceso. En este sentido, un H = 0,5 no solo indicaria que no existe dependencia de
largo plazo, sino que el proceso no es autosemejante en la medida que el proceso
no tendria memoria.

% Jensen (1999) demostrd, mediante simulaciones Monte Carlo, que el estimador basado en los

wavelets tiene un menor error cuadratico medio que el estimador GpH (Geweke y Porter-Hudak)
que es uno de los mas frecuentemente usados.
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A fin de corroborar las ventajas de la metodologia wavelets para el analisis de
la dependencia de largo plazo, que yahan sido demostradas por trabajos como los
de Racine (2011) o los de Bardet et dl.,(2000), se realizé una simulacion de 1000
procesos fBm con pardmetro H = 0,5 de longitud 10000, mediante el algoritmo
propuesto por Abry et dl.,(2009), y se estimo el valor de H para cada uno mediante
la ecuacion (6) y (7). El histograma que resume los resultados se presenta en el
Grafico 7.

Grafico 7. Simulacién para la estimacion del parametro H en series simuladas

Estimador de H mediante la metodologia wavelet
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Valor del verdadero parametro H = 0.5

Fuente: calculo del autor

Como se puede observar la distribucion de los pardmetros encontrados tiende a
comportarse como normal?, y la media de la estimacion se encuentra sesgada en

% De hecho al realizar la prueba JarqueBerano se rechaza la hipotesis nula con un nivel de con-
fianza de 95%.
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relacion con la poblacional. Dicho sesgo es analizado por Jensen (1999), quien
demuestra que este disminuye a medida que el pardmetro poblacional aumenta.
El mismo autor justifica el estimador en razén a que tiene una varianza mucho
menor a lasdel resto de estimadores, que hace que el error cuadratico medio caiga
en relacion con los mismos. En el presente ejercicio, la desviacion estdndar de los
estimadores es de 0,02.

6. Estimacion del parametro H para el caso colombiano

El exponente de Hurst (H), muestra el grado de persistencia o antipersistencia que
tienen las series que presentan dependencia de largo plazo. En el presente aparta-
do este se calcula con base en la metodologia descritaantes, para més adelante ser
usado para reescalar el riesgo de mercado. Dicho pardmetro se ajusta por el sesgo
que existe en la metodologia propuesta.

En el presente analisis se utilizaron datos diarios de algunasde las series fi-
nancieras mas importantes del mercado colombiano. Estas correspondenal Indice
General de la Bolsa de Valores de Colombia (1GBC), la Tasa Representativa del
Mercado (TrM) y el indice representativo del mercado de deuda publica interna
(ipxTES)?’. Se tomaron series de periodicidad diaria debido a la facilidad de obtener
series largas con este plazo.

La longitud de las series se eligio con base en los experimentos numéricos
realizados por Arango et dl., (2001), que demuestran que los estimadores de H
son confiables cuando el ndmero de datos es mayor a 1024. Por lo anterior, en la
estimacion se usaron datos que van desde enero del afio 2000 hasta octubre del
2013, a excepcion de la serie del 1GBc, que se tomd desde junio de 2001 dado que
en estafecha se cre6 el indice.

Los resultados de la aplicacion de la metodologia anterior a las series mencio-
nadas se resumen en el Cuadro 2 (ver Anexo 1)%. Cabe resaltar que los pardmetros
encontrados no se deben interpretar directamente como una probabilidad, dado
que al ser mayores a 0,5 inicamente indican que los retornos tienen un caracter
persistente.

#7 El ipxTES es un indice de retorno total desarrollado por Reveiz y Leén (2010) para el anélisis

del mercado de deuda priiblica colombiano.
2 Laestimacion del pardmetro anterior se realiz6 usando el waveletHaar, debido a que Gencay

et dl., (2002) demuestra que este funciona bien para series de caracter financiero.
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Cuadro 2. Parametro H de algunas series financieras colombianas

Variable H estimado

IDXTES 0,6843
TRM 0,6370
IGBC 0,6151

Fuente: calculo del autor

Con el fin decorregir el sesgo del H antes descrito (que incluye el sesgo por uso
de series finitas y el sesgo por el uso de la metodologia wavelets) y con el fin de
validar la significancia de los resultados, se usa el ajuste propuesto por Ledn y
Vivas (2010) y el estadistico ¢ definido por los mismos autores.

El ajuste se implementd con base en una simulacion®que utilizé un algoritmo
que “baraj6” cada una de las series (100 veces), sin que las caracteristicas de la serie
original (v.g. media, desviacidn estandar, sesgo, curtosis) fuesen alteradas a fin de
eliminar la memoria del proceso, con el propésito de encontrar el sesgo,definido
como la diferencia del valor promedio de los parametros encontrados H  (es decir,
el H para series independientes y finitas)y 0,5. Luego de eso se encontr6 el para-
metro ajustado definido como: H, g = H-H . 0,5); es decir, como el valor del
parametro inicial de la muestra menos su sesgo® (Cuadro 3).

Cuadro 3. H ajustado

Variable H estimado t,

IDXTES 0,5942 2,8373
TRM 0,5668 1,6617
IGBC 0,5491 1,2064

Fuente: calculo del autor

De otra parte, la validacion de la significancia de los resultados se hace mediante
el estadistico ¢, con base en los hallazgos de Ellis (2007) y Peters (2004) que de-
mostraron que los valores estimados del exponente de Hurst se distribuyen como
una normal. Cabe anotar que esta prueba es Util, incluso si no se conoce la funcién
de distribucion de H, debido a que como demuestra Conti et dl.(2008),los inter-
valos hallados con esta metodologia tienen un buen desempefio asintéticamente
hablando?®'. El estadistico 7 se calcula con base en el H, i estimado, y con base en

2 Seusaron 10,000 simulaciones.

30 Para realizar los calculos presentados se utilizo el toolbox de wavelets del programa Matlab.

31 Contiet al. (2008), compara dos estimadores empiricos con base en simulaciones Monte Carlo.

En vez de la funcion de distribucion de los parametros que no es conocida, en el primer caso usa
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f(H) y 6 (H) que son el valor esperado y la desviacion estdndar del H,  segtin el
algoritmo antes expuesto. Dado que al 95% de confianza se rechaza la hip6tesis
nula cuando 7, excede £1,96%, se rechaza la hipétesis nula de independencia tni-
camente para el caso del IDXTES, es decir, estadisticamente se comprueba que H #
0,5 solo para esta serie®.

H,,- ()

t=—"4—= (8
T

7. Validacion de la regla de la raiz del tiempo y su
aplicacion al calculo del riesgo de mercado

Como se menciond en un comienzo, la regla de la raiz del tiempo tiene muchas
aplicaciones, entre las que se encuentra la relacionada con el cdlculo del VaR. A
pesar de que esta se encuentra supeditada al supuesto de que los retornos sean 1p,
Tsay (2002) demuestra que la regla también puede ser satisfecha por el modelo de
RiskMetrics® que no supone retornos 1p. Este autor prueba que bajo esta meto-
dologia, el VaR para k periodos es igual al VaR para un periodo multiplicado por
la raiz de k. Dicho en términos matematicos: VaR(k) = VkVaR. Como demuestran
Kidnateder y Wagner (2012), dicha regla se puede generalizar para el caso en el
que los retornos no se consideran independientes, quedando de la siguiente manera:

VaR(k) = k"“sVaR (9)

Donde H es el exponente de Hurst ajustado.

Con el fin de validar si la regla de la raiz del tiempo aplica para el caso colom-
biano y si el parametro encontrado mejora las predicciones de esta, se realizo la es-
timacién de un VaR con la metodologia de RiskMetrics®, que cumple tedricamente
con lareglade laraiz,y para efectos comparativos otros VaRcon las metodologias
de normalidad y de simulacion histérica®. Cada uno de losVaR se comparé en el

los valores estimados de media y desviacion estandar de una serie de simulaciones tipo bootstrap
y en el segundo caso los valores obtenidos por medio de una simulacion como la propuesta en este

trabajo.

32 Con un 90% de confianza la hipotesis nula se rechazaria para el caso del IDXTES y la TRM.

3 Ver Melo, L. y Granados, J. (2011), para mayor informacion sobre cada una de las metodo-

logias mencionadas.
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tiempo con los retornos negativos*, mediante diferentes pruebas de backtesting
para elegir los mejores modelos en términos de su correcta especificacion. Con base
en estos ultimos, se proyectd el VaR de un dia para hallar el de 10 dias usando la
regla de la raiz del tiempo y el pardmetro encontrado a fin de realizar nuevamente
las pruebas de backtesting para ver si dicha proyeccion fue acertada o no.

Especificamente los pasos que se siguieron para realizar el procedimiento an-
terior fueron los siguientes:

1. Con la informacién de las series financieras utilizada para el cdlculo del
estadistico H, se estimaron los retornos y el VaR historico utilizando cada una de
las siguientes metodologias: RiskMetrics®, normalidad y simulacién histdrica.

2. Posteriormente se contrastaron los resultados mediante un backtesting con
la informacién de los retornos negativos y los tres VaR histéricos encontrados para
cada una de las series analizadas.

3. Se seleccionaron los modelos que presentaron la mejor especificacion.

4. Se procedio a hallar el retorno negativo a diez dias para cada una de las series.

5. Se multiplico el VaR a un dia por la raiz de 10, para encontrar el VaR a 10
dias con laregla de la raiz del tiempo. A continuacién se multiplicé el VaR a un dia
por 107« para hallar el VaR a 10 dias con el parametro encontrado.

6. Se contrastaron los resultados de las series a 10 dias mediante unbacktestin-
gusando la informacién de los retornos negativos y los VaR historicos selecciona-
dos para cada una de las series analizadas.

Para realizar el backtesting se usd, en primer lugar, la prueba de fallos de
Kupiec (LR ), que estima si el nimero de violaciones del VaR para un modelo
de riesgo, en particular, es significativamente diferente del o correspondiente al
nivel de confianza utilizado (hip6tesis nula). Esta se distribuye como una X* con
un grado de libertad, y se usaron tres niveles de significancia (10%, 5% y 1%).
En segundo lugar, se realiz6 una prueba de independencia LR, , que valida si las
violaciones o fallos del modelo (pérdidas que superan el VaR) ocurren cerca del
mismo momento en el tiempo o de forma aleatoria. Esta prueba, al igual que la
anterior, se distribuye como una X? con un grado de libertad. En tercer lugar, se
realiz6 una prueba conjunta propuesta por Christoffersen (2003) que, ademas de
validar si el numero de violaciones es significativamente distinto del esperado,
valida si estas son independientes entre si 0 no. Esta prueba conocida como LR, .,

3 Dado que se usan retornos negativos, valores altos de la serie indican pérdidas grandes.
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resulta de la suma de las dos pruebas anteriores, y se contrasta, de igual forma,
con una X*con dos grados de libertad.

El Cuadro 3, presenta los p-values para los estadisticos de razon de verosimi-
litud LR,., LR, ,LR .y entre paréntesis se indica la diferencia absoluta entre el
nimero de fallos esperados y los ocurridos. Los resultados de la estimacién mues-
tran que la metodologia RiskMetrics®, presenta un adecuado desempefio segtin
las tres pruebas LR, para el caso del iDxTEs y la TRM usando un oo =0,95. En el caso
del 1GBC, esta presenta un buen desempefio unicamente al ser evaluada mediante
la prueba de fallos de Kupiec. Por su parte, la metodologia de simulacién histéri-
cano rechaza la hipétesis de cubrimiento incondicional (LR ), aunque no supera
ninguna de las otras pruebas para cada una de las series analizadas. Finalmente, la
metodologia de normalidad, en general, presenta un desempefio pobre en cada una
de las pruebas, por lo que se descarta para la siguiente parte del analisis.

Cuadro 3. Resultados pruebas de Backtestingun dia

IDXTES LR LR, , LR
Metodologia 0=0.95 0=0.99 0=0.95 0=0.99 0=0.95 0=0.99
RiskMetrics® 0.05440502%* 0.0000088 0.08438271** 0.4004484** 0.03546129* 0.0000362
(22) (26) (22) (26) (22) (26)
Normalidad 0.00429499 0.00000000 0.00000006 0.00074761 0.00000001 0.00000000
(32) (37) (32) (37) (32) (37)
Simulacion his- 0.1840246%** 0.00414377 0.00000001 0.00054193 0.00000003 0.00004138
torica 15) (16) (15) (16) (15) (16)
IGBC LR LR, , LR
Metodologia 0=0.95 0=0.99 0=0.95 0=0.99 0=0.95 a=0.99
RiskMetrics® 0.1501667*** 0.0000000 0.0000000 0.1117275%** 0.0000000 0.0000000
(16) (40) (16) (40) (16) (40)
Normalidad 0.3828834*** 0.0000043 0.0000000 0.0035128 0.0000000 0.0000004
(€] (26) (©)] (26) © (26)
Simulacion his- | 0.5329388%** 0.1316041%** 0.0000000 0.0000381 0.0000000 0.0000664
torica 7 ®) 7 ®) (@) ®)
TRM LR LR, , LR
Metodologia 0=0.95 0=0.99 0=0.95 0=0.99 0=0.95 a=0.99
RiskMetrics® 0.7136237%** 0.019180418* 0.0424224* 0.023672387* 0.1192566%** 0.0049829
“ 13) (C)) 13) (C)) 13)
Normalidad 0.0586243764** 0.0015660 0.0004461 0.0008244 0.0003519 0.0000251
1) (18) 2n (18) @n (18)
Simulacion his- | 0.07696407** 0.13699162%** 0.00003280 0.01089006* 0.00003762 0.0129417*
torica @1 ®) @21 ®) @1 ®)

*#*% Nivel de significancia del 10%.
** Nivel de significancia del 5%.

* Nivel de significancia del 1%.
Fuente: célculo del autor
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De otra parte, al analizar las proyecciones del VaR de un dia a diez dias se en-
cuentra que ni la proyeccion con la regla de la raiz del tiempo, ni la realizada con
el pardmetro encontrado permiten hacer estimaciones adecuadas del riesgo. En el
caso de la metodologia RiskMetrics®, ninguna proyeccion supera las pruebas LR,
en tanto que con la metodologia de simulacion histdrica solo se obtienen buenos
resultados para el caso de la prueba LR . para el caso del iDxTES y la TRM con un
o =0,95. En el caso del 16Bc dicha prueba obtiene buenos resultados para el caso
de la regla de la raiz del tiempo con un o = 0,95 (Cuadro 4).

Se destaca que en el caso del IDXTES y el IGBC, tanto las proyecciones con la regla
de la raiz del tiempo como las realizadas con el pardmetro encontrado, tienden a
sobreestimar el riesgo en la medida que el nimero de fallos es menor al esperado.
En el caso de la TrMm, la proyeccidn con la regla de la raiz del tiempo subestima el
riesgo, en tanto que la realizada con el parametro encontrado sobreestima el riesgo.

De esta forma, no existe ningun indicio claro que demuestre la superioridad de
los pardmetros encontrados frente a la regla de la raiz del tiempo. Por otro lado, se
observa que pese a que en algunos casos las propiedades de cubrimiento incondi-
cional del VaR son extrapoladas al hacer la proyeccion a diez dias, en ningtin caso
esto ocurre con las propiedades de independencia. Este resultado podriaresponder a
que el parametro de escalamiento no es constante en el tiempo, por lo que se nece-
sitaria otrotipo de modelo para explicar dichas series (e.g. un modelo multifractal).

Cuadro 4. Resultados pruebas de Backtesting 10 dias

IDTX Regla LR, LR, LR,
Metodologia a=0,95 a=0,95 0=0,95
Raiz del tiempo 0.0000000 0.0000000 0.0000000

o P (72) 72) (72)

RiskMetrics®

Pardmetro encontrado 0.0000000 0.0000000 0.0000000

(108) (108) (108)
Raiz del tiem 0.01594409* 0.0000000 0.0000000

o ¢ tiempo (28) (28) (28)

Simulacion histérica

Pardmetro encontrado 0.1192751%** 0.0000000 0.0000000

(18) (18) (18)

IGBC Regla LR . LR, LR
Metodologia o=0,95 0=0,95 a=0,95
Raiz del tiem 0.0016451 0.0000000 0.0000000

N A e nempe 32) 32) 32)

RiskMetrics®

Parédmetro encontrado 0.0000000 0.0000000 0.0000000

(55) (55) (55)
. . 0.2458779*** 0.0000000 0.0000000

Raiz del tiempo
. o (12) (12) (12)
Simulacién historica

Parémetro encontrado 0.0032485 0.0000000 0.0000000

(30) (30) (30)
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Cuadro 4. Resultados pruebas de Backtesting 10 dias (cont.)

TRM Regla LRU(’ LR]ND LR(’(‘
Metodologia 0=0,95 0=0,95 0=0,95
Raiz del tiempo 0.0000006 0.0000006 0.0000006

. 4 P (61) 61) 61)

RiskMetrics®

Pardmetro encontrado 0.0009882 0.0000000 0.0000000

(36) (36) (36)
Raiz del tiem 0.0001986 0.0000000 0.0000000

o e empe (45) (5) (45)

Simulacion histérica

. 0.4187331*** 0.0000000 0.0000000

Parametro encontrado (9) (9)

*#* Nivel de significancia del 10%
** Nivel de significancia del 5%

* Nivel de significancia del 1%
Fuente: cédlculo del autor

8. Conclusiones

El presente trabajo mostr6 una metodologia diferente para la estimacion de la de-
pendencia de largo plazo, que demostré que la serie del mercado de renta fija iDx-
TES posee dependencia de largo plazo que se puede caracterizar como persistente
(caminata aleatoria sesgada). En las otras dos series analizadas no existe evidencia
estadistica que rechace la hip6tesis nula de independencia. Esto es importante, pues
las implicaciones con respecto a los diferentes modelos econémicos y financieros
son de gran magnitud; en particular con respecto al resultado que sustenta el uso
de laregla de la raiz del tiempo. Cabe anotar que dicha metodologia no habia sido
usada antes para el caso colombiano, por lo que este trabajo contribuye, de forma
importante, a la escasa literatura existente sobre el tema.

Dando alcance a la regulacién prudencial internacional, especificamente al
cBsB (Comité de Basilea en Supervisién Bancaria), en cuanto a su determinacion
de exigir sustento técnico adecuado para realizar el escalamiento del riesgo de
mercado mediante la regla de la raiz del tiempo, este articulo también demuestra
que el uso de cualquier método de escalamiento (ya sea laregla de la raiz del tiem-
po o el pardmetro encontrado)no es coherente con el comportamiento de lasseries
financieras analizadas.

Las investigaciones futuras deberdn seguir explorando la estructura de de-
pendencia de largo plazo de las series colombianas, para analizar si un pardmetro
constante es capaz de capturar la complejidad de estas. En este sentido, hace falta
ver si dicho pardmetro es cambiante en el tiempo o si se explica por estructuras
mucho mds complejas (modelos multi fractales, por ejemplo) que no se explican
unicamente por sus primeros momentos estadisticos.
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ANEXO 1. Estimacion del parametro de dependencia de
largo plazo (detalles vs escala)
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