Transformaciones integrales y
sus aplicaciones en finanzas

John Freddy Moreno Trujillo*

*  Matemadtico y Magister en Matematica Aplicada de la Universidad Nacional de Colombia.
Docente Investigador de la Facultad de Finanzas, Gobierno y Relaciones Internacionales de la
Universidad Externado de Colombia. jhon.moreno@uexternado.edu.co
Fecha recepcion: 01 de junio de 2015.
Fecha de aceptacion: 01 de agosto de 2015.
Forma de citar
Moreno Trujillo, J. F. (2015). Transformaciones integrales y sus aplicaciones en nanzas. obEon,
9, pp- 257-265. DOLI: http://dx.doi.org/10.18601/17941113.n19.07






ODEON N° 9

259

1. Introduccioén

Enlateoria y la prictica financiera es bien conocida la importancia de la ecuacion
diferencial parcial de Black-Scholes (EDP-BS) en la valoracion de derivados fi-
nancieros. Esta ecuacion permite encontrar o aproximar la funcién que establece
el valor de un derivado, bajo determinadas condiciones iniciales y de frontera. Si
denotamos por V (¢, S;) al precio de un derivado en el instante ¢, mostrando que
es funcién del tiempo ¢ y del precio del subyacente S;, la EDP-BS es:

oV oV, 1_2020%V _
W—i—rfSta—St—i—ia St——T‘fV—O

05?7 (1)
V(Ta ST) = f(ST)

donde 7 es la tasa de interés libre de riesgo y f(S7) es el valor del derivado
en el instante de vencimiento 7.

Existen diversos métodos para la resolucion de esta ecuacion o de ecuaciones
andlogas relacionadas con la valoracion de activos contingentes particulares, por
ejemplo, procedimientos analiticos via cambios de variable o métodos numéricos
que buscan aproximaciones de las derivadas presentes en la ecuacion mediante
diferencias finitas.

En este articulo se expone la aproximacion a la resolucion de esta ecuacion
mediante la aplicacidon de transformaciones integrales, en particular las trans-
formadas de Mellin y Laplace. En este procedimiento se aplica una transforma-
cion integral sobre la ecuacion diferencial parcial considerada, transformdndola
en una ecuacion diferencial ordinaria resoluble por métodos estdndar, para lue-
go aplicar sobre la solucion encontrada la transformacion inversa. En la figura
1 se esquematiza el procedimiento, donde Z denota la transformacion integral
aplicada e Z~! su transformacién inversa.
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PDE+Condiciones

ODE+Condiciones

Figura 1: Resolucién de la EDP por transformacion integral.

2. Transformaciones integrales

La transformacion integral de una funcién f(x) sobre [a, b, denotada por Z{ f (z)} =
F(k), se define como:

b
T{f(x)} = F(k) = / K (2, k) f(x)dz )

donde K (z, k) es el Kernel o niicleo de la transformacién. El operador Z es
denominado transformacion integral, F'(k) es la imagen por el operador Z de la
funcién objetivo f(x) y k es la variable de transformacion.

Existe una amplia variedad de importantes transformaciones integrales dentro
de las cuales se destacan las transformadas de: Laplace y Mellin, cada una de las
cuales se define mediante la seleccién particular del niicleo K (x, k), y diferentes
valores de a y b. En las siguientes secciones se expondrd la aplicaciéon de la
transformada de Mellin y Laplace en la resolucién del problema de valoracion
de activos contingente mediante la aplicacion de este tipo de transformaciones
sobre la EDP correspondiente.
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Es evidente que el operador Z es lineal, y con el danimo de obtener f(z) a
partir de F'(k) = Z{ f(x)}, se introduce €l operador inverso " tal que:

T HF(k)} = f(x) 3)

que también resulta ser lineal.

3. Transformada de Mellin
La transformada integral de Mellin de una funcién g(x) se puede definir si la

funcién g(x)x*~! € L'([0,00)]), es decir si la funcién g(z)z*~! es integrable
sobre los reales no negativos, y la transformada se define como:

g (k) = Mlg()](k) = / " g(@)etldr Re(k) <m @

Algunas propiedades de la transformada de Mellin son:

1.
M(zg (2)](k) = —kg" (k)

M(z*g"(2)](k) = (K + k)g" (k)

3. Lainversa de la transformada de Mellin se define como:

1 a—+100
Mg (k)] (z) = %/ g (k) %dk a>m 3)

—100
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3.1 Aplicacién a la EDP-BS

oV oV

Considerando que la funcién V (¢, S;) es tal que 5, 5

Mellin, y siendo:

y 052 son transformables

o) (k) = MV (t, )| (k) = /0 T S §)dS ©)

se puede aplicar la transformada de Mellin a la EDP-BS, obteniendo:

5] oG]

%(v(t)(k)) =- (%a%ﬁ + (%UQ - rf) k— rf) v(t)(k) )

J/

p(k)

que es una ecuacion diferencial ordinaria cuya solucion es:

v(t)(k) = f*(k)e PPt —-T) 0<t<T (9)

y aplicando la transformada inversa sobre (9), con el cambio de variable k£ =
o+ i1, dk = idT, se tiene que:

1 e . .
V(t.9) =5 / S™OHT) f*(a 4 i) g7 (10)

donde,
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1 1 1 1
p(1) = —p(a+ir) = 50272+ [rf — (a + 5) 02] Ti— [502042 +a (502 — rf) — rf]

expresion que permite determinar el valor del derivado en consideracion.

4. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace £{f(x)} se define mediante el nicleo K (x,k) =

e ", cona = 0yb= oo, luego:

LUf@) = f0) = [ e f)da 1
0
y la transformada inversa se define como:

LR} = fla) = / TV fmde es0 (2

2mi c—100

Algunas propiedades relevantes de la transformada de Laplace aplicada sobre
las derivadas parciales de una funcién u(x, t) son:

ou _ ou di 0*u d*u

(13)
4.1 Aplicacion a la EDP-BS
Al realizar los cambios de variables:
o2
T = E(T —t) 5 z=1In(S) (14)
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se puede considerar una nueva funcién f(7,z) = V (¢, St), que satisface:

0 r 3] 0?2 r
f(0,2) =V(T,e?)

y al aplicar la transformada de Laplace sobre (15) se llega a la ecuacion dife-
rencial ordinaria de segundo orden:

d? - d - _
@f(k:,z)—i-(m—l)af(k,z)—(m—i—k:)f(k:,z)—l—C (16)

donde m = r;/(0?/2).

Para resolver la ecuacién (16) de define f(k,z) = exp(az)g(k, z), donde
a = (1 —m)/2, entonces g(k, z) resuelve la ecuacion:

2

%g(ls, 2) = (b+k)g(k,z)+e**C =0 (17)

donde b = o + m. La ecuacién 17 puede resolverse separando las regiones
z > ky z <k, para tener:

—(az—k)

e—la-Dz .
g(k,z) = k — - Fm o T hi(k,2) AL+ ho(k,2)Ay  siz >k
hi(k, 2) By + ho(k, 2) By siz <k

(18)

con hy(k, z) = e VPHEZ hy(k, 2) = eVP**# y las constantes Ay, Ao, By y By
son determinadas por las condiciones de frontera del problema.
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