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Introduccion

Dado el notorio crecimiento del nimero de posibilidades de inversion que a diario
se oferta a los diferentes agentes de los mercados mundiales, se ha incentivado
una muy interesante competencia entre los diversos gestores de portafolios de
inversién que buscan atraer una mayor cantidad de clientes. Esto ha llevado al
desarrollo de medidas de desemperio cada vez mas completas, que permitan a los
inversionistas comparar entre las diferentes alternativas de forma que, a partir
de unos grados de informacion minimos necesarios, puedan establecer el nivel de
éxito de las diferentes alternativas en la consecucion de sus objetivos.

Las medidas de desempefio forman una parte de la teoria moderna del porta-
folio, y la seleccion de una determinada medida pasa por establecer una relacién
entre su facilidad de implementacion y lo completo de los resultados que arroja.
Dentro del conjunto de medidas basadas en el riesgo de caida y los momentos de
la distribucion del retorno se destacan aquellas que buscan comparar, mediante
cocientes, los rendimientos por encima y por debajo de un determinado nivel
de rentabilidad (particularmente, el cociente de potencial crecimiento de Sortino,
van der Meer y Platinga, y la medida Omega de Keating y Shadwick). Este tipo de
medidas pueden ser extendidas al caso mds general de una medida de desemperio
por cocientes propuesta por Farinelli y Tibiletti (2008), las cuales han llamado
particularmente la atencion de la academia y el sector real por su sencilla imple-
mentacion y poderosos resultados.

Por otro lado, la teoria de dominancia estocdstica también se ha posicionado
como una muy importante herramienta en el proceso de selecciéon entre alterna-
tivas de inversion, ya que permite comparar las diferentes alternativas sin hacer
supuestos sobre la funcién de utilidad del tomador de decision. Al considerar las
medidas de desempefio y la teoria de dominancia estocastica surge la pregunta:
si un agente selecciona una determinada alternativa de inversion por sobre otra u
otras, ya que esta domina estocdsticamente a las demads, ;es la medida de desem-
pefio por cociente de esta alternativa consistentemente mejor que la de las demds
alternativas? Esta es la pregunta que se estudia en este documento, y busca esta-
blecer si hay consistencia entre de las medidas de desempeiio por cociente pro-
puestas por Farinelli y Tibilleti (en adelante Fr), con el concepto de dominancia
estocdstica de algtin orden, entre alternativas de inversion.

En la seccién 1 se establece la notacidon que se seguird a lo largo del docu-
mento y se presenta el concepto de dominancia estocdstica de diferentes 6rdenes.
En la seccidn 2 se presenta la definicion formal de la medida de desempefio por
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cocientes de T,y en la seccion 3 se realiza la discusion acerca de la relacion entre
dominancia estocastica y los cocientes Fr. Por ultimo, se presentan conclusiones
y futuros temas de investigacién relacionados.

1. Dominancia estocastica

En el campo de las finanzas modernas, la teoria de dominancia estocdstica esté
relacionada con la teoria de utilidad esperada y la forma como se realizan los
procesos de seleccion bajo incertidumbre. La teoria de la utilidad esperada fue
introducida en 1944 por von Neumann y Morgenstern, y de acuerdo con esta, las
preferencias de un inversionista son descritas por medio de su funcién de utilidad
esperada. Si no hay incertidumbre, esta funcién de utilidad puede ser interpretada
como un mapeo entre las alternativas disponibles y los nimeros reales, que in-
dica la “satisfaccion relativa” del inversionista por una alternativa particular. Si
un individuo prefiere a X sobre Y, entonces la utilidad de X es mayor que la utili-
dad de Y, luego la funcion de utilidad caracteriza las preferencias del individuo.
Von Neumann y Morgenstern muestran que, si hay incertidumbre, es la utilidad
esperada la que caracteriza las preferencias, y definen la utilidad esperada de un
prospecto incierto como el promedio ponderado por probabilidad de la utilidad
de los resultados simples.

Sean F(x) y F(x) las funciones de distribucion acumulada de los retornos de
dos prospectos de inversion inciertos X y Y. Un inversionista con funcion de uti-
lidad u(x) prefiere a X sobre Y si y solo si la utilidad esperada de X es mayor que
la utilidad esperada de Y, es decir:

X=Y e E[u(X) ]2 E[u(Y)] (1)
donde,

E[u(X)]= jR u(x)dF,(x) (2)

El resultado basico de von Neumann y Morgenstern establece que, si el orden las
preferencias del inversionista satisface ciertas condiciones técnicas, este puede
ser representado de manera unica por una funcién de utilidad esperada que es in-
variante ante transformaciones lineales positivas. Algunas de las propiedades de
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la funcidn de utilidad esperada son derivadas a partir de argumentos vélidos para
todos los inversionistas de una cierta categoria. Por ejemplo, considerando un con-
junto de prospectos de inversion, todos los inversionistas prefieren mas que menos,
lo que se conoce como propiedad de no saciedad, e implica que las funciones de
utilidad son no decrecientes. También se sabe que todos los inversionistas que le
tienen aversion al riesgo tienen funciones de utilidad céncavas, y aquellos que
prefieren prospectos con sesgo positivo tienen funciones de utilidad con tercera
derivada negativa. De forma general, el comportamiento de las derivadas de la
funcion de utilidad permite caracterizar a ciertos tipos de inversionistas.

Sean X'y Y dos portafolios para los cuales todos los inversionistas de una cierta
clase no prefieren a Y sobre X. Esto significa que la distribucién de probabilidad
del retorno de los dos portafolios difiere de una forma especial, en la cual, sin
importar la forma particular de la funcidn de utilidad, si un inversionista estd en
esta clase, no prefiere a Y sobre X. En este caso se dice que el portafolio X domi-
na al portafolio Y respecto a esta clase de inversionistas. Este tipo de relacion es
denominada relacion de dominancia estocdstica o relacion de orden estocdstico.

La relacién de dominancia estocéstica de diferentes 6rdenes se define a partir
de considerar ciertas propiedades sobre las derivadas de u(x). Si se denota por
U, al conjunto de todas las funciones de utilidad Cuyas derivadas satisfacen las
demgualdades (- l)k“u (x)=0, k=1,2,...n donde ul (x) denota la derivada de
orden K de u(x), se tiene que, para cada n, se satisface U, cU, c---c U, c-

En general, sobre la variable aleatoria X, que representa la distribucion del re-
torno de un cierto prospecto de inversion, se asumird que sus momentos absolutos

son finitos, es decir £ D X |k } < oo para todo K.

Definicion 1: se dice que un portafolio X domina a un portafolio Y, en el senti-
do de la dominancia estocdstica de ordenn, X =, Y, siningin inversionista cuya
Jfuncion de utilidad estd en el conjunto U, prefiere a Y sobre X, es decir:

X'z, Y siE[u(X)]> E[u(Y)] para toda u(x) €U, (3)

Una forma equivalente en la que se puede describir la dominancia estocéstica de
orden n es considerando solamente las funciones de distribucién acumulada
de los prospectos. En este sentido se tiene que:

X = Y siysolosi F\”(x)< F\"(x) para todo x real (4)
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donde F{"(x) denota la n-ésima integral (o integral de orden ) de la funcién de
distribucion acumulada de X, es decir:

FOx)= [ FU (@t (5)
con F{”(x)=f (x).Otra forma de expresar la condicién (4) es:
X =, Y siysolosi E[(t —~ X)fl] < E[(z - Y)j‘l] para todo 7 real  (6)

donde (¢ — x)i"l =max (¢ —x, 0)""', 1o que muestra la necesidad de que los momen-
tos absolutos de la variable sean finitos.

Como la dominancia estocéstica de orden n impone condiciones cada vez ma-
yores sobre las derivadas de la funcién de utilidad se tiene que:

X7Y =>X=Y=2X=Y (7)

2. Medidas de desempeio por cociente

Farinelli y Tibiletti (2008) definen un conjunto de medidas de desempefio que uti-
lizan cocientes para establecer la relacidn riesgo-recompensa de un determinado
prospecto de inversion. Este tipo de medidas son interesantes por la sencillez de
su implementacion y lo general de sus resultados, al no involucrar en su calculo
de forma especifica la funcion de utilidad del tomador de decision.
Definicion 2: para un prospecto de inversion X, se define el cociente de F,
FT,X(n), cOmo:

(8)

Prr xim

donde 7 es llamado umbral de retorno y establece el nivel de rentabilidad minimo
exigido por el inversionista sobre el prospecto X, es decir, para el inversionista un
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retorno inferior a este valor es considerado como una pérdida. Las cantidades p y
q son valores positivos asociados al grado de aversion al riesgo del inversionista
Y (X =m), =max (X —1,0); (17— X), =max (- X,0).

Como un ejemplo de las medidas de desempefio implicitas al considerar el
cociente FT se tienen:

*Sip=1yq=2

E[(X-m), ]
( 1)/2 =U, (1) ©)
(£[er-02])
que es el cociente de crecimiento potencial de Sortino, van der Meer y Platinga

(1999).
*Sip=1lyq=1

Prr xem =

o (Eler-m.])
FT.X(1) (EI:( —X)+])

Q. (m (10)

que es la medida Omega de Keating y Shadwick (2002b)'.

A partir de la definicion de la medida de desempefio Fr, se establece una rela-
cion de dominancia entre prospectos de inversion, de la siguiente manera. Para
dos prospectos de inversién X y Y cualesquiera, con cocientes FT, D7 x(n) ¥ Per viny»
respectivamente, se dice que X domina a Y por el cociente rr, X 7=, ¥, si se tiene
que @rr xiny 2 Per vy para todo 7 en los reales.

“FT

f (A-Fx(§))d¢
Keating y Shadwick definen la medida de desempefio Omega como: Qx(n) = W,

donde Fy es la funcién de distribucién acumulada del retorno del prospecto X. Dado que:

EICX = 1)) f O = M) fi (x)dx = f xfx(x)dx 1 f fe@)dx = f *f(x)dx — 1 Sy ()

n n

1

donde Sx(n7) representa la funcion de sobrevivencia. Integrando por partes se tiene que:

EIX — )] = lim [—xsx(x)|f;+ | sx(x)dx]—nsx(n)= lim [ Sodx= [ @ - R
n n n

Lo que muestra la igualdad en el numerador de las dos definiciones. Procediendo de forma andloga
se puede mostrar la igualdad de los denominadores.
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3. Dominancia estocastica y medidas de desempeno Fr

En las dos secciones anteriores se presentaron las definiciones de dominancia es-
tocdstica de orden n y de las medidas de desempefio por cociente . El siguiente
teorema establece una relacidn entre estas dos teorfas y se muestra un ejemplo
particular de dicha relacién para el caso de la medida de desempefio Omega.

Teorema (Cuizhen Niu, Wing-Keung Wong, Lixing Zhu)

Para dos prospectos de inversio X y Y con cocientes 1 , Prr xam y Prr.viny respec-
tivamente, si X 7 Y entonces (PFT, X(n) 2 ¢Fr,y(n), para cualquier m en los realesy
para cualesquiera valores positivosde p y q.

La demostracion de este resultado se sigue al considerarque X 7= Y = X 7= 'V
para p 22, que es equivalente a E[(r— X)"']< E[(r—Y)""']. Dado que es E[(r— X)""]
siempre positivo se concluye que Per xemy = Prr e, para cualquier n en los reales.

Como un caso de particular interés, y que extiende este resultado, se tiene que
X =, Y= QX(T]) > QY(T]), donde

J, (1-Fu(&)e

Q, (n=""
[ F(&ac

Para la demostracion de este resultado se sigue el desarrollo presentado por Wai
Mun Fong (2016), en el cual, al aplicar el teorema de Fubini, se expresa que el
numerador en la definicion de la medida Omega es:

[ (1=F(©) d& = PLx 2 nELX — 1| X 21

y el denominador es J._n F (&) d&é = F»(n),siguiendo la notacién que se definié
en (5). De esta forma, Omega se expresa como:

PIX2n]E[X-n|X27] (11)
E2(m)

Q.(m=
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Para Ogryczak y Ruszcynnski (1999), la expresion en el numerador de (11) es
tal que PLX 2n]E[X —n| X 2n]=F(1)—(n— 1, ), siendo p , la media de los
retornos de X, con lo cual:

FP-Mm-py) . H—7
B TS BT 1

Eneltrabajo de Fishburn (1980) se muestraque X =, ¥ = 1, = i, ,y como paracual-
quier n enlos reales se tiene que F®(17) > 0,entonces X =, ¥ = Q (1) =Q (1)
lo que prueba el resultado.

4. Conclusiones

Los elementos expuestos en este documento muestran que la medida de desem-
peio por cociente de Fr estd directamente relacionada con la teoria de la utilidad
esperada para todos los agentes no saciados (dominancia estocdstica de primer
orden), y que en algunos casos particulares de la medida FT esta relacion se pue-
de extender al caso de agentes con aversion al riesgo (dominancia estocastica de
segundo orden), lo que muestra consistencia entre la seleccion de prospectos por
dominancia o por cociente FT.

Como una extension de este trabajo se propone considerar la relacién entre
las medidas de desempefio FT (y los casos particulares que de esta se desprenden)
con la teoria de métricas de probabilidad, que resulta ser un caso mds general que
el de dominancia estocastica.
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