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Introducción
Antes de los trabajos de Black y Scholes (1973) y Merton (1973), el campo

de valoración estaba dominado por el modelo de valoración de activos de capital
(CAPM, por su sigla en inglés) desarrollado por Sharpe (1964), Lintner (1965)
y Mossin (1966), y el razonamiento de equilibrio (Lewis, 2013). Black y Scho-
les (1973) derivaron una fórmula de valoración (teórica) de opciones europeas
sobre acciones que consiste en la creación de una estrategia de negociación
dinámica en tiempo continuo donde los precios son modelados mediante pro-
cesos estocásticos1. Por medio de esta estrategia se crea un portafolio replicante,
compuesto por dos activos: el activo riesgoso (la acción) y el activo libre de
riesgo (el bono), el cual permite reproducir los pagos de la opción en cada ins-
tante. La condición de replicación perfecta se logra al asumir la ausencia de
oportunidades de arbitraje y la exclusión de fricciones en el mercado2.

Gracias a esta propuesta de valoración, el resultado del modelo permite esti-
mar el valor de la opción usando una fórmula determinada por cinco parámetros:
i) el precio actual de la acción, ii) el precio de ejercicio, iii) el vencimiento de
la opción, iv) la tasa de interés libre de riesgo y v) la volatilidad. Gran parte del
éxito del modelo de Black y Scholes (BS) se debe a que los parámetros son cono-
cidos al momento de la valoración, lo cual permite ver la fórmula de valoración
con una función determinı́stica. Merton (1973) desarrolla una generalización del
modelo BS, al incorporar otros activos y reclamaciones contingentes, ası́ como
su incorporación al tratamiento de problemas corporativos (Merton, 1974, 1977).

Por su parte, Cox y Ross (1976) formularon un tratamiento alternativo donde
proponen estimar el valor de la opción a partir de su valor esperado (su función de
pagos) descontado bajo una medida de probabilidad riesgo-neutral. Los autores
derivan una expresión analı́tica que satisface la ecuación diferencial estocástica
de Black-Scholes, al modificar la tasa de rendimiento esperada de la acción por
la tasa libre de riesgo, bajo el supuesto de ausencia de oportunidades de arbi-
traje. Este enfoque se concibe como el primer modelo de valoración basado en
el cambio de medida y produce un resultado equivalente al modelo BS.

1 Es importante aclarar que este principio de valoración no es propio del modelo de Black-
Scholes (de ahora en adelante BS), sino que tiene su fundamento en las técnicas actuariales
basadas en el principio de equivalencia (Delbaen y Schachermayer, 1994), e incluso fueron uti-
lizadas en la tesis doctoral de Bachelier en 1900.

2 La ausencia de fricciones indica que no hay costos de transacción, restricciones de venta en
corto, impuestos, y se asume que los activos son perfectamente divisibles.
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Desde entonces, la relación entre no arbitraje y valoración, junto con la incor-
poración de la teorı́a de martingalas y el cálculo estocástico, han creado un
poderoso campo de investigación teórica denominado finanzas matemáticas, el
cual permitió la definición del teorema fundamental de valoración de activos
(TFVA) con el objetivo de determinar el precio de opciones financieras y recla-
maciones contingentes, al igual que el diseño de estrategias de cobertura y la
optimización de portafolios (Delbaen y Schachermayer, 2006). Además, el prin-
cipio de no arbitraje ha permitido unificar diferentes campos de la economı́a
financiera3, gracias a la integración de estas herramientas con la noción de valo-
ración en el marco del modelo CAPM, la hipótesis de mercados eficientes y la
idea de mercados completos introducida por Arrow y Debreu (Ross, 2005; John-
son, 2017). Esta propuesta de valoración es, sin duda, conceptualmente diferente
de los modelos de valoración anteriores basados en el enfoque de equilibrio.

Este fue el resultado de grandes esfuerzos matemáticos presentados a largo
de las décadas de 1980 y 1990, donde se identifican importantes contribuciones
en los trabajos de Stephen Ross, gracias a la formulación del principio básico de
valoración introducido en Ross (1978), y el desarrollo de un enfoque de valo-
ración fundamentado en el principio de no arbitraje desarrollado en Cox y Ross
(1976), y Cox, Ross y Rubinstein (1979), donde se establece una relación básica
entre

la ausencia de oportunidades de arbitraje y,

la existencia de reglas de valoración lineal explı́citas y de una medida de
probabilidad riesgo-neutral.

Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska (1981), mediante rigurosas prue-
bas de validación, confirman la existencia de estos principios teóricos y crean
un marco general para la definicón del TFVA. Su formulación inicia un campo
de investigación con múltiples extensiones en espacios de probabilidad no fini-
tos que llevan a cabo Dalang, Morton y Willinger (1990), Back y Pliska (1991),
Schachermayer (1992), Delbaen y Schachermayer (1994, 1995, 1998), y muchos
otros.

3 Ross (2005) reconoce que el principio de no arbitraje ha permitido consolidar los principales
campos de la teorı́a de las finanzas al crear lo que podrı́a llamarse la teorı́a neoclásica de las
finanzas, la cual comprende los temas de: i) mercados eficientes; ii) teorı́a de portafolio, relación
riesgo-retorno y modelo de valoración de activos de capital (CAPM); iii) valoración de opciones
y derivados financieros; y iv) finanzas corporativas.

4



O D E O N  n . º  1 3
11

pp. 7-29 • n.º 13 / 2017

Este trabajo identifica las principales contribuciones que han permitido definir
el TFVA, partiendo de los aportes de Stephen Ross. Para ello, el documento se ha
estructurado en cuatro secciones que incluyen esta introducción. En la segunda
sección se presentan los principios básicos del TFVA. En la tercera sección se
introduce una definición formal del principio de no arbitraje y se presenta el
modelo de valoración de opciones en tiempo discreto a partir de los desarrollos
anteriores y, finalmente, se presentan algunas de sus limitaciones y extensiones.

1. Reglas de valoración y medidas martingala equiva-
lente

La estrategia de negociación dinámica en tiempo continuo presentada en Black
y Scholes (1973) asume que los precios de los activos son modelados mediante
procesos estocásticos, por ejemplo, el modelo considera que el precio de una
acción (St) en un horizonte de tiempo t ∈ [0, T ] se describe por un proceso
estocástico del tipo movimiento geométrico Browniano (MGB)

St = S0 exp
[(
µ− 1/2 σ2

)
dt+ σ dWt

]
(1)

donde, µ corresponde a la tasa esperada de retorno instantánea del activo
subyacente, σ su volatilidad y Wt denota un proceso estándar de Wiener con
Wt ∼ N(0, t). Además, St ∈ X , donde X representa un sistema de precios
definido en el espacio de probabilidad (Ω,F , P ) con una filtración Ft y, P repre-
senta una medida de probabilidad real, tal que P : F → [0, 1]. Los cambios
instantáneos de St vienen dados por la ecuación diferencial estocástica (EDE):

dSt = µ St + σ St dWt (2)

Por su parte, el proceso del precio del bono es determinı́stico y viene dado
por B0 en t = 0 y Bt = B0 ert en un instante t > 0, mientras sus cambios
instantáneos están dados por

dBt = rBt (3)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo y se asume que B0 = 1.
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Si el valor de una opción call4 de tipo europeo está determinado por la función
Ct = f(St, t), es decir, es una función del precio del activo subyacente y del
tiempo, y se define una estrategia de negociación autofinanciada5 (un portafolio
replicante) conformada por γ cantidad de bonos y δ unidades de acciones, con
valor Vt tal que

Vt = γ Bt + δ St (4)

donde, Vt > 0 con probabilidad uno. Un aporte importante del modelo BS es
el argumento que vincula la valoración con el principio de no arbitraje (Harrison
y Kreps, 1979; Delbaen y Schachermayer, 1994), de esta forma, es posible de-
terminar el valor de la opción al diseñar una estrategia de replicación, lo anterior
dado el cumplimiento de la ley de un solo precio6. Por tanto, si esta economı́a no
permite oportunidades de arbitraje, se encuentra que para cada instante t ∈ [0, T ]

Vt ≡ Ct (5)

Por tanto, el valor de la opción (Ct) siempre debe ser igual al valor de portafo-
lio construido para replicar sus pagos (Vt).

La necesidad de obtener una visión más profunda del modelo de valoración
originó un amplio campo de desarrollos matemáticos que llevaron a la formu-
lación del TFVA. La primera presentación formal de esta intuición básica de
valoración, basada en la ausencia de oportunidades de arbitraje, aparece en Ross
(1978) al formular el “teorema básico de valoración”. Este teorema básico repre-
senta la primera prueba de la existencia de un operador lineal π : M → R, el
cual establece una regla general para valorar opciones financieras o cualquier
otra reclamación contingente negociada7.

4 La opción call indica que el comprador tiene el derecho, pero no la obligación, de comprar
una determinada cantidad del activo riesgoso (por ejemplo, una acción) en el momento t con un
precio preestablecido K.

5 Esto significa que i) representa una posición corta o venta en corto en uno de los activos
y una posición larga en el otro. Ası́, es posible pedir dinero prestado a una tasa de interés fija
(la tasa libre de riesgo) para invertir en el activo riesgoso (la acción); y ii) las variaciones en su
precio están determinadas por las variaciones en el precio de la acción.

6 La ley muestra que si dos activos tienen un precio igual en un periodo de tiempo t = 0,
deberı́an mantener una relación de precios igual en cada momento t > 0.

7 De acuerdo con Dybving y Ross (1987), Ross (1978) no solo demostró la existencia de esta
regla de valoración, sino su extensión a todos los activos (reales e hipotéticos), incluidos aquellos
que no se negocian, definidos en el mismo espacio de probabilidad. De igual forma, Schwartz
y Trigeorgis (2004) muestran que este enfoque de valoración evita la necesidad de calcular una

6
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Para ello, Ross (1978) definió un sistema de precios formalizado en un espa-
cio vectorial topológico (M,π), donde M , el conjunto de precios de los activos
comercializados, es un subespacio de X , y π es un operador lineal definido sobre
M 8 en un horizonte de tiempo tal que 0 ≤ t ≤ T . Para un espacio de proba-
bilidad (Ω,F , P ), se tiene que X = Lp(Ω,F , P ). De igual forma, M podrı́a
representar los resultados de una inversión inicial V0, tal que V0 ∈ R, más el
resultado de una negociación de acuerdo con una estrategia (Ht)0≤t≤T , la cual es
F-predecible9, con el objetivo de encontrar el payoff de la opción en el instante
t, es decir Vt. De esta forma se tiene

Vt = V0 +

∫ T

0

HtdSt (6)

donde Vt ∈ M , tal que Vt ≥ 0 y P (Vt ≥ 0) > 0, por tanto, π(Vt) > 0. De
igual forma, la integral estocástica (ecuación (6)) también se puede ver como una
sumatoria de Riemann

Vt = V0 +
N∑
i=0

Hi(Sti − Sti−1) (7)

donde V0 =
∑N

i=0 Hi0 St0. Dado que la estrategia de negociación Ht es F-
predecible, esta debe ser determinada por cierta información contenida en F que
ocurre en cualquier momento antes de T 10. Esto significa que no es posible
encontrar un resultado de Vt que sea riesgoso o que presente alguna ganancia
menor o igual a cero con probabilidad estrictamente positiva, lo cual debe tener
sentido desde el punto de vista tanto matemático como teórico. Si Vt tiene un
precio único que sea consistente con (M,π), se dice que tiene un valor de no
arbitraje.

Los trabajos de Harrison y Kreps (1979), Harrison y Pliska (1981) y Dalang
et al. (1990), no solo confirman la existencia de este principio teórico básico

tasa de descuento ajustada al riesgo, es decir, una vez que el ajuste por riesgo se ha realizado
adecuadamente a los flujos futuros esperados, la tasa de descuento relevante es la tasa de interés
libre de riesgo.

8 Al tomar el subespacio M y el funcional lineal π, se asume un mercado sin fricciones.
9 Por ejemplo, una estrategia de negociación que modela el comportamiento de St en un

intervalo infinitesimal [t, t+ dt]
10 La condición de F-medibilidad describe el hecho de que H depende del proceso que rige

el precio de la acción.
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mediante la aplicación de rigurosas pruebas basadas en el teorema Hahn-Banach,
sino que extienden los resultados a espacios de probabilidad más generales11. En
estas aplicaciones derivan una regla de valoración lineal que sigue siendo directa,
es decir, se pueden probar las condiciones de linealidad y positividad de precios
definidas en Ross (1978), a partir del cumplimiento del principio de no arbitraje.

Harrison y Kreps (1979) presentaron la primera prueba rigurosa del TFVA
para un horizonte temporal finito al demostrar las condiciones exactas bajo las
cuales la ausencia de oportunidades de arbitraje es equivalente a la existencia de
una medida martingala12. En este contexto mostraron que el operador lineal, for-
mulado por Ross (1978), podrı́a representarse como una expectativa con respecto
a una medida martingala13, donde la probabilidad real (P ) puede ser reemplazada
por una probabilidad equivalente (Q), definida en el mismo espacio de probabi-
lidad (Ω,F , P ). Esta medida de probabilidad se obtiene al aplicar el teorema
de Girsanov sobre el proceso estocástico que caracteriza el comportamiento del
precio de la acción, lo cual les permite encontrar la derivada de Radon-Nikodym
con resultados idénticos al modelo BS.

Si se asume que el operador lineal (π) puede extenderse a un operador (π∗)
no negativo definido sobre X = LP (Ω,F , P ), se tiene una función (g) tal que
g ∈ LQ(Ω,F , P ), donde la no negatividad del operador π∗ es equivalente a decir
que g ≥ 0. Por tanto, g es la densidad de una medida de probabilidad Q con
derivada Radon-Nikodym igual a dQ/dP = g.

Entonces, si la extensión π∗ de π existe, se encuentra una medida de proba-
bilidad Q que es equivalente a P , para lo cual

π∗

(
N∑
i=0

Hi(Sti − Sti−1)

)
= EQ

(
N∑
i=0

Hi(Sti − Sti−1)

)
(8)

11 En su definición del operador de valoración π : M → R junto con el supuesto de que
M ⊆ X , Ross (1978) simplifica la definición del espacio topológico y elude algunos problemas
propios de su formulación (Delbaen y Schachermayer, 2006).

12 Su principal preocupación giró en torno a la consistencia interna del modelo BS, el cual re-
quiere asumir tanto la negociación continua de los activos como la ausencia de oportunidades de
arbitraje. En este contexto, los autores encontraron la presencia de estrategias de duplicación, la
cuales podı́an invalidar el principio de ausencia de arbitraje. Para ello, proporcionaron rigurosas
pruebas de validación con el objetivo de entender esta relación.

13 La teorı́a de martingalas se introduce con el objetivo de describir un precio justo de la opción
financiera.
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Si la expresión (8) se cumple para cada proceso predecible H limitado, es
posible replicar su valor en cada instante t, al generar un valor libre de arbitraje
de Vt bajo la medida de probabilidad Q. A esta medida Q se le denomina medida
martingala equivalente. Si la medida martingala existe, entonces la ecuación (6)
genera un valor único de Vt, de tal forma que la existencia de la medida mar-
tingala es esencialmente equivalente a la ausencia de oportunidades de arbitraje,
lo cual permite valorar reclamaciones negociadas a partir de la construcción de
portafolios replicantes al tomar combinaciones de activos existentes.

El resultado de este esfuerzo matemático se sintetiza en dos teoremas que, a
su vez, son equivalentes con la existencia de reglas de valoración explı́citas de
Ross (1978), las cuales definen el TFVA.

- Primer teorema: el mercado está libre de oportunidades de arbitraje si
existe la medida martingala equivalente Q;

- Segundo teorema: el mercado es completo, si y solo si, la medida martin-
gala es única.

De igual forma, Harrison y Kreps (1979) impusieron algunas condiciones de
admisibilidad en la estrategia de negociación. De acuerdo con Schachermayer
(2006) y Downarowicz (2010), desde el trabajo de Harrison y Kreps (1979), gran
parte de la literatura financiera se ha centrado en la discusión de las condiciones
precisas de admisibilidad que deberı́an imponerse a la integral estocástica de la
ecuación (6)14. La condición de admisibilidad se ha convertido en un requisito
fundamental de la teorı́a de valoración por no arbitraje, ya que garantiza la exis-
tencia de una estrategia de negociación continua.

Por su parte, Harrison y Pliska (1981) demostraron una versión general de
este teorema y trataron principalmente la formulación para mercados comple-
tos, mientras Delbaen y Schachermayer (1994, 1998) desarrollaron un concepto
que caracteriza la existencia de una medida martingala equivalente para una
definición alternativa y, más general, del principio de no arbitraje. En consecuen-
cia, gran parte de estos desarrollos teóricos han permitido establecer una relación
básica entre la ausencia de oportunidades de arbitraje, o sus definiciones equiva-
lentes, con la existencia de reglas de valoración y de una medida de probabilidad
riesgo-neutral, también conocida como medida martingala equivalente.

14 Una estrategia comercial Ht se denomina admisible si y solo si su proceso generador de
ganancias (

∫ T

0
HtdSt) tiene un lı́mite inferior determinado por alguna constante, por ejemplo 0.

9
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2. Principio de no arbitraje y modelo de valoración
en tiempo discreto

2.1. Principio de no arbitraje
La necesidad de entender este enfoque de valoración nos lleva a introducir una

definición mucho más formal del principio de no arbitraje, basada en la propuesta
de Stephen Ross, desarrollada en Ross (1976, 1977) y Dybving y Ross (1987).
Para ello se requiere aclarar la definición del portafolio de arbitraje y del operador
lineal, los cuales, a su vez, definen reglas de valoración explı́citas.

Portafolio de arbitraje

Un portafolio de arbitraje (η) es aquel formado por combinaciones de activos
con precio sj . Si existen n activos disponibles en el mercado, se pueden formar
los portafolios de arbitraje (η1, η2, ..., ηn), donde cada elemento de η denota la
presencia del activo j-ésimo. Ası́, cada portafolio de arbitraje tendrá un valor

s η = Σn
j=1sj ηj (9)

De esta forma, una oportunidad de arbitraje es un portafolio (η), tal que:

i) la inversión inicial es menor o igual que cero, es decir, s η ≤ 0, y

ii) su payoff futuro es no negativo: X η ≥ 0.

Estas dos propiedades se pueden expresar en forma matricial como
[
−s
X

]
η > 0 (10)

El principio de ausencia de arbitraje es la condición que no satisface la ex-
presión 10, es decir, si esta expresión no se cumple, entonces no existen opor-
tunidades de arbitraje en el mercado. En otras palabras, siguiendo a Dybving
y Ross (1987): “un portafolio de arbitraje es aquel que permite obtener ganan-
cias sin asumir una inversión inicial”(p. 61). Por tanto, no hay forma alguna de
comprar y vender activos con el objetivo de tener ganancias sin haber realizado
una inversión inicial o, de forma equivalente, cualquier portafolio que tenga un
rendimiento positivo, sin importar cuál sea el estado de la naturaleza futuro, re-
quiere de una inversión inicial.

10



O D E O N  n . º  1 3
17

pp. 7-29 • n.º 13 / 2017

El operador de valoración
La definición de una regla de valoración (q) la cual representa el operador

lineal positivo L(·) definido en el espacio Rm, tal que q > 0, permite determinar
el precio (s) de un activo, según el estado de naturaleza que se presente

s = q X (11)

El cumplimiento de esta regla excluye la presencia de oportunidades de arbi-
traje, dado que cualquier estrategia de arbitraje implica una violación directa de
la ecuación (11). Por ejemplo, si η representa un portafolio de arbitraje, entonces
se tiene

s η ≤ 0

(qX)η ≤ 0 (12)

como q es positivo, entonces qX < 0, lo cual es inconsistente con el principio
de no arbitraje. Lo anterior muestra que no existe arbitraje si y solo si existe
una regla de valoración lineal positiva q consistente15. Además, si el mercado
es completo, siguiendo la propuesta clasica de Arrow (1964)16, esta relación de
precios presenta una única solución, de forma que

q = sX−1 (14)
15 De acuerdo con Dybving y Ross (1987), una regla de valoración lineal q es un vector de

precios de estado que relaciona correctamente a todos los activos comercializados.
16 Arrow (1964) propone tomar combinaciones lineales de activos primitivos conocidos como

activos Arrow-Debreu (AD). Un activo AD es aquel que, teniendo un precio actual φ, promete
un pago de una unidad monetaria ($1) si se presenta el estado de naturaleza m o cero ($0) en
cualquier otro estado. Lo anterior se puede representar en una matriz de pagos de forma análoga
a una matriz identidad ϑ, definida para k estados de naturaleza

ϑ =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . .
0 0 . . . 1


 (13)

Estos activos pueden verse como un seguro que se adquiere con el objetivo de recibir una can-
tidad de dinero si se presenta un estado de naturaleza determinado. En el momento t = 1, la
incertidumbre se resuelve y el mundo está solo en uno de los k estados de la naturaleza posi-
bles. Bajo esa idea básica, los activos AD pueden utilizarse para valorar activos financieros
cuyos pagos puedan especificarse en cada estado de naturaleza. Por ejemplo, si Xjk representa
el precio futuro de un activo riesgoso j en el estado k, es posible replicar dicho precio mante-

11
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Por tanto, el principio de completitud17 del mercado también es compatible
con la ecuación (11). De lo contrario, si el mercado es incompleto, el operador q
será indeterminado (esta limitación se discutirá al final del documento). Este re-
sultado se puede generalizar al tomar un número mayor, pero finito, de n activos
negociados con un vector de precios actual definido en (s1, s2, ..., sn).

Este principio de no arbitraje, como afirman Dybving y Ross (1987), también
se puede relacionar directamente con el problema de maximización de la utili-
dad esperada de un agente: cualquier agente optimizador (racional) desearı́a ex-
plotar una oportunidad de arbitraje de forma infinita, sin embargo, la existencia
de oportunidades de arbitraje es incompatible con la presencia de una demanda
finita de los activos18, de forma que no existen oportunidades de arbitraje si y
solo si existe algún agente optimizador con preferencias crecientes cuyo proble-
ma de elección tiene un máximo19, por tanto, es posible encontrar un estado de
equilibrio. Por construcción, el equilibrio en esta economı́a tendrá los precios de-
seados y cualquier resultado de valoración sin arbitraje es consistente. En otras
palabras, la ausencia de arbitraje está implı́cita en la existencia de un óptimo para
cualquier agente que prefiera más a menos.

niendo Xjk unidades de activos AD para crear un portafolio (Vj) que replica exactamente su
valor. Basado en esto, si en el mercado existen unas constantes positivas ϕk, que representan los
precios de estado,el valor de este portafolio en el momento t = 0 estará dado por

∑m
k=1 Xjk ϕk.

El cumplimiento de esta expresión está dado por la existencia de las constantes positivas ϕk, las
cuales garantizan la completitud del mercado. Siempre que existan tantos activos AD como es-
tados de naturaleza el mercado es completo y, por tanto, esta relación de precios tiene una única
solución.

17 Aunque la consideración de completitud del mercado permite la replicabilidad precisa del
precio de las opciones financieras, este principio presenta limitaciones que han sido resaltadas
en Delbaen y Schachermayer (1994, 1998).

18 Como resultado, si existe arbitraje, ningún agente que prefiera más a menos tendrá un
óptimo. En ausencia de arbitraje es posible tomar la regla de valoración lineal (q) y usarla para
definir la utilidad marginal de un agente maximizador, lo anterior, teniendo en cuenta los axiomas
de utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern. Por su parte, si el arbitraje existe, un agente
podrı́a superar cualquier óptimo a raı́z de una estrategia de arbitraje.

19 Dybving y Ross (1987) afirman que es posible usar un modelo de valoración basado en las
preferencias de los agentes al tomar las condiciones de primer orden, de acuerdo con el modelo
desarrollado por Rubinstein (1976), cuyo resultado es equivalente al modelo de valoración por
no arbitraje. Aunque los autores resaltan que este modelo alternativo es conveniente en algunos
contextos, el TFVA provee el mismo resultado sin considerar supuestos restrictivos. Esto mismo
puede decirse de los resultados obtenidos a partir de modelos de valoración en contextos de
“equilibrio”(ver Brown y Werner, 1995) y los modelos de “no arbitraje”, no hay distinciones en
dichos resultados.
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Una forma de demostrar el resultado expresado en la ecuación (11) es usar
probabilidades neutrales al riesgo, como fue demostrado en Cox, Ross y Rubins-
tein (1979), las cuales representan un conjunto de probabilidades (q∗k), tales que
el valor de cualquier opción financiera (Vj), en t = 0 para todo j = (1, 2, ..., n),
está dado por su valor esperado futuro (Xjk) descontado a la tasa libre de riesgo
(r)

Vj = 1/(1 + r)

∑
q∗k Xjk (15)

o de forma equivalente,
∑

q∗k Xjk = Vj (1 + r) (16)

donde, el factor de descuento 1
(1+r)

define una regla de valoración que requiere
que la probabilidad real de mercado p, la cual caracteriza al precio del activo en
cada estado de naturaleza k, sea reemplazada por una medida de probabilidad
neutral al riesgo. Esto indica que, en un espacio de probabilidad finito, el opera-
dor lineal representa un vector de precios de estado que determina el precio de la
opción, de tal forma que el operador lineal q puede verse como q = 1/(1 + r). La
siguiente sección presenta este enfoque de valoración con más detalles.

Los principios de valoración anteriores proveen representaciones alternativas
para el TFVA. De esta forma, el principio de ausencia de oportunidades de arbi-
traje es equivalente a:

i) La existencia de una regla de valoración lineal.

ii) La existencia de una demanda óptima para algún agente que prefiere más
a menos.

iii) La existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo.

2.2. El modelo binomial
El modelo de valoración en tiempo continuo empleado por Black-Scholes

requiere un conocimiento avanzado del cálculo estocástico, mientras gran parte
de las pruebas para validar el cumplimiento del TFVA requieren de herramientas
matemáticas más complejas, ası́ como la definición de espacios de probabilidad
más generales. Por su parte, Cox, Ross y Rubinstein (1979) presentaron un
modelo de valoración sencillo y de fácil comprensión, conocido como modelo
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binomial, el cual conserva las mismas caracterı́sticas esenciales del modelo BS.
El modelo binomial expresa de forma directa la existencia de una relación lineal
de precios presente en las ecuaciones (11) y (15).

El modelo binomial asume que el proceso del precio de la acción (St)(0≤t≤T )

está definido en el espacio de probabilidad (Ω, F, P ) con Ω = (ω1, ω2), donde
los precios de los activos riesgosos en el futuro solo pueden subir (estado ω1) o
caer (estado ω2)20. Si se tiene un mercado financiero (simple) con dos fechas:
t = 0 (hoy) y t = 1, por ejemplo, dentro de un año, y tres activos financieros:
i) un bono, ii) una acción y iii) un derivado financiero (por ejemplo, una opción
call), entonces, el precio de la acción en t = 0 es conocido e igual a S0, pero su
precio en t = 1 (S1) es incierto. Esta incertidumbre se modela estocásticamente
al definir el precio en los dos estados de naturaleza, donde el precio puede subir
a Su

1 en el estado al alza o de crecimiento con una probabilidad p o caer a Sd
1 en

el estado a la baja o de decrecimiento con una probabilidad 1− p.

Los precios Su
1 y Sd

1 pueden verse como los resultados de multiplicar S0 por
dos factores u y d, donde 0 < d < 1 < u, es decir Su

1 = u S0 y Sd
1 = d S0, o de

forma equivalente

u =
Su
1

S0

y d =
Sd
1

S0

(17)

El hecho de que d > 0 implica que siempre se van a representar precios
positivos. Por su parte, el precio del bono está dado por

B0 = 1

B1 = (1 + r) (18)

Si se tiene una opción call cuyo valor en t = 1 es una función del precio del
activo riesgoso determinado por C1 = max(S1 −K, 0), donde K es el precio de
ejercicio y, como S1 = Su

1 o S1 = Sd
1 , entonces para C1 se tiene

Cu = max(Su
1 −K, 0)

Cd = max(Sd
1 −K, 0) (19)

El objetivo es determinar el precio de la opción en el momento t = 0 (C0). La
condición necesaria para demostrar la ausencia de oportunidades de arbitraje en
el modelo es

d < 1 + r < u (20)
20 La incertidumbre representa el hecho de que no se sabe con certeza cuál de los dos estados

de naturaleza ocurrirá en t = 1, cuando cada uno tiene cierta probabilidad positiva de ocurrir.
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donde r es la tasa libre de riesgo. Por tanto, S0 es martingala si y solo si la
condición que representa la ecuación (20) se cumple21. Esto es equivalente a
decir que la cantidad (1 + r) es una combinación convexa de los factores u y d.
Dado que u ocurre con probabilidad qu, y d ocurre con probabilidad qd = 1− qu,
tenemos que

1 + r = u qu + d qd (21)

donde qu y qd son interpretadas como probabilidades neutrales al riesgo o, de
forma equivalente, como la medida martingala Q, de manera que qu + qd = 122,
y están determinadas por

qu =
(1 + r)− d

u− d

qd =
u− (1 + r)

u− d
(22)

Por lo tanto, bajo la medida Q, el precio del activo riesgoso en t = 1, es igual
a su valor esperado ponderado por qu y qd, es decir

EQ[S1] = qu u S0 + qd d S0 (23)

Además, es fácil notar que qu = p (1+r) y qd = 1−p (1+r), lo cual significa
que EQ[S1] descontado a la tasa r, determina su precio actual

S0 =
1

1 + r
EQ[S1] (24)

Cox y Ross (1976) demostraron que este enfoque de valoración riesgo-neutral
permite resolver el problema de valoración de opciones financieras a partir del
principio de ausencia de arbitraje, donde el precio actual (S0) ya no depende de
la medida de probabilidad real y, por tanto, no se requiere explicitar información
alguna de las preferencias de los agentes. De esta forma, la solución resultante

21 Si la condición impuesta en la ecuación (20) no se cumple se presentan oportunidades
de arbitraje; por ejemplo, es posible obtener ganancias de arbitraje en un periodo de tiempo
determinado si (1 + r) < d al comprar acciones o (1 + r) > u al realizar una venta en corto.

22 De forma equivalente se puede interpretar que la probabilidad riesgo-neutral descontada a
la tasa r es el precio de estado (ϕ).
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debe ser la misma que se obtendrı́a en un mundo neutral al riesgo23. En un
mundo ası́, las probabilidades de estado deben ser tales que los rendimientos
esperados de los activos sean los mismos e iguales a la tasa r. En otras palabras,
la sustitución de P por Q es equivalente al ajuste de la tasa de deriva del activo.

Como resultado, la ecuación (25) genera un valor único para la opción call en
t = 0, bajo la medida de probabilidad Q

C0 =
1

1 + r
EQ[max(S1 −K, 0)]

C0 =
1

1 + r
[qu Cu + qd Cd] (25)

De forma alternativa, la ausencia de arbitraje indica que es posible construir
un portafolio replicante (V ) con γ cantidad de bonos y δ unidades de acciones,
cuyos pagos replican el precio de la opción en cada momento t:

C0 ≡ V0

C1 ≡ V1 (26)

Si el valor de este portafolio (V ) en t = 0 está dado por

V0 = γ + δ S0 = C0 (27)

Entonces, en t = 1, su valor estará determinado por

V1 = γ (1 + r) + δ S1 = C1 (28)

Ahora, dado que S1 refleja dos precios u S0 = Su
1 y d S0 = Sd

1 , entonces la
ecuación (28) realmente puede representarse como

Cu = γ (1 + r) + δ u S0 (29a)

Cd = γ (1 + r) + δ d S0 (29b)

23 En este mundo neutral al riesgo todos los agentes son indiferentes a este, es decir, no re-
quieren ser compensados por una prima de riesgo de mercado. Asimismo, el rendimiento es-
perado en una estrategia de inversión conformada por la combinación de acciones y bonos (o un
préstamo) es igual al rendimiento que proporciona la tasa libre de riesgo (r). Sin embargo, como
afirman Dybving y Ross (1987), la valoración bajo este enfoque no solo es válida en el mundo
neutral al riesgo, sino también en el mundo real.
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Al resolver (29a) y (29b) para δ y para γ, se encuentra

δ =
Cu − Cd

S0(u− d)
(30)

γ =
u Cd − d Cu

(1 + r)(u− d)
(31)

Por no arbitraje se encuentra que el portafolio replica los precios de la opción,
entonces las cantidades δ y γ determinan el precio de la opción en t = 0, de
acuerdo con la ecuación (27).

Es fácil generalizar el resultado anterior a n intervalos de tiempo con longitud
∆t, donde ∆t representa el paso discreto de un periodo de tiempo t a otro, donde
t ∈ [0, T ]. Si un y dn representan los factores de crecimiento y descenso en el
precio de la acción para cada ∆t, definidas en un espacio de probabilidad finito
(Ω,F , P ), con Ω = (ω1, ω2), entonces el precio de la acción en un momento
∆t + 1 estará dado por Sn

(t+∆t) = un Sn
∆t y Sn

(t+∆t) = dn Sn
∆t, para todo t =

0, 1, 2, ..., T .

3. Limitaciones y extensiones del teorema funda-
mental de valoración

Como se ha demostrado, el principio de ausencia de oportunidades de arbi-
traje garantiza la existencia de medidas martingala o probabilidades neutrales al
riesgo para cada conjunto finito de activos en un mercado sin fricciones. Sin
embargo, Harrison y Kreps (1979), Harrison y Pliska (1981) y Kreps (1981) re-
saltaron algunas limitaciones del “teorema básico de valoración” propuesto por
Ross (1978) y desarrollan un marco general del TFVA donde el principio de
ausencia de arbitraje y la existencia de un vector de precios de estado definido en
un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), no puede extenderse a espacios no finitos
(Back y Pliska, 1991; Schachermayer, 1992; Delbaen y Schachermayer, 1994,
1995, 1998).

La dificultad anterior radica en que el operador de valoración puede no tener
una representación como vector de precios en los diferentes estados de natu-
raleza, bajo la cual el valor de la opción sea único. En este contexto, Back y
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Pliska (1991) y Schachermayer (1992) demostraron que en mercados con infini-
tos activos, la existencia de medidas martingala a través de la ausencia de arbi-
traje no se cumple. De igual forma, Artzner y Heath (1995) proporcionan una
demostración para un mercado completo donde la medida martingala equiva-
lente no es única para un número infinito de activos.

Esta limitación también es identificada en Kreps (1981) para mercados in-
completos. Si el número de activos o el conjunto de fechas de negociación son
infinitos, o bien si aparecen nuevos activos en el mercado, una versión simple del
TFVA no se puede probar, dado que la ausencia de arbitraje no es suficiente para
construir las probabilidades neutrales al riesgo, ya que el TFVA solo permite la
valoración de activos cuyos precios pueden ser replicados por otros activos que
se negocian en el mercado. De igual forma, si existen fricciones en el mercado,
como costos de transacción o diferenciales de precios bid-ask, la aplicación del
TFVA es limitada. Para resolver este problema, diferentes autores han utilizado
conceptos más generales que el de arbitraje o nociones nuevas de este, como
free-lunch (Kreps, 1981) o no free lunch with vanishing risk (NFLVR) (Delbaen
y Schachermayer, 1994). Allı́, el término de ausencia de free-lunch se puede
concebir como un arbitraje aproximado, es decir, aunque es casi arbitraje, no es
un arbitraje per se. Sin embargo, la ausencia de arbitraje es un concepto mu-
cho más intuitivo y de más fácil comprobación empı́rica, en comparación con la
ausencia de free-lunch o NFLVR.

El concepto de ausencia de free-lunch se introduce en Kreps (1981) con el
objetivo de formular un modelo general de valoración en tiempo continuo, dada
su naturaleza de dimensión infinita. Sin embargo, la concepción económica de
free-lunch no es tan clara, como señalan Delbaen y Schachermayer (1994). Para
superar esta dificultad, los autores extienden la ausencia de free-lunch, al intro-
ducir el concepto de NFLVR, el cual permite el establecimiento de una medida
martingala equivalente local (MMEL) para el proceso de precio de un activo,
es decir, una nueva medida de probabilidad según la cual el proceso del precio
del activo descontado es sigma-martingala. Este enfoque, basado en NFLVR, ha
sido extendido a la teorı́a estocástica de portafolios (Fernholz y Karatzas, 2009)
y el diseño de estrategias de cobertura (Platen y Heath, 2006).

De igual forma, Kabanov y Kramkov (1994) y Karatzas y Kardaras (2007) ex-
tienden el concepto de NFLVR al incorporar otra noción más débil de arbitraje
denominada no unbounded profit with bounded risk (NUPBR), como condición
mı́nima en la optimización estocástica de portafolios. En ambos enfoques se

18



O D E O N  n . º  1 3
25

pp. 7-29 • n.º 13 / 2017

asume que la condición de no arbitraje es equivalente a estas condiciones de no
arbitraje aproximado bajo la MMEL, sin embargo, el concepto de NUPBR es
mucho más restringido que el de NFLVR, como muestran Karatzas y Kardaras
(2007), Fontana y Runggaldier (2013) y Fontana (2015), dado que aquellos mer-
cados que solo satisfacen la condición de NUPBR pueden admitir oportunidades
de arbitraje, lo cual representa fuertes limitaciones de estos nuevos enfoques.

Por su parte, Balbás et al. (2002) demostraron la posibilidad resolver la limi-
tación identificada por Back y Pliska (1991), sin necesidad de acudir a la ausencia
de free-lunch, lo cual ha permitido la construcción de modelos de valoración
dinámicos en tiempo discreto. Para ello, los autores construyeron un sistema
proyectivo de medidas de probabilidad equivalentes para cada subconjunto finito
de fechas de negociación que garantizan la existencia de las derivadas de Radon-
Nikodym.

Como resultado, en contextos más generales no es posible probar una versión
simple de TFVA, ya que la ausencia de arbitraje no es suficiente para construir
una medida martingala. Estos nuevos enfoques han generalizado el concepto de
arbitraje que permite resolver el problema de valoración para un número infinito
de activos o espacios de probabilidad de dimensión no finita, a pesar de sus
limitaciones.
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financial models. Finance and Stochastics, 11(4), 447-493.

Kreps, D. (1981). Arbitrage and equilibrium in Economics with infinitely many
Commodities. Journal of Mathematical Economics, 8(1), 15-35.

21



28

pp. 7-29 • n.º 13 / 2017

Lintner, J. (1965). The valuation of risk assets and the selection of risky invest-
ments in stock portfolios and capital budgets. The Review of Economics and
Statistics, 47(1), 13-37.

Lewis, K. (2013). A simple proof of the fundamental theorem of asset pricing.
Documento de trabajo. Recuperado de http://kalx.net/ftapd.pdf

Merton, R. (1973). The theory of rational option pricing. The Bell Journal of
Economics and Management Science, 4(1), 141-183.

Mossin, J. (1966). Equilibrium in a capital asset market. Econometrica: Journal
of the Econometric Society, 34(1), 768-783.

Platen, E. y Heath, D. (2006). A Benchmark Approach to Quantitative Finance.
Sidney: Springer.

Ross, S. (1976). The arbitrage theory of capital asset pricing. Journal of Econo-
mic Theory, 13(3), 341-360.

Ross, S. (1977). Return, risk and arbitrage. En: Rodney, L. Risk and Return in
Finance, Vol. 1, 189-218. Pennyslvania: White Center for Financial Research,
The Wharton School, University of Pennyslvania.

Ross, S. (1978). A simple approach to the valuation of risky streams. Journal of
Business, 51(1), 453-475.

Ross, S. (2005). Neoclassical finance. New Jersey: Princeton University Press.

Rubinstein, M. (1976). The valuation of uncertain income streams and the pri-
cing of options. Bell Journal of Economics and Management Science, 7(2), 407-
425.

Sharpe, W. (1964). Capital asset prices: A theory of market equilibrium under
conditions of risk. The Journal of Finance, 19(3), 425-442.

Schachermayer, W. (1992). A Hilbert space proof of the fundamental theorem
of asset pricing in finite discrete time. Insurance: Mathematics and Economics,
11(4), 249-257.

Schachermayer, W. (1994). Martingale measures for discrete time processes with
infinite horizon. Mathematical Finance, 4(1), 25-56.

22



O D E O N  n . º  1 3
29

pp. 7-29 • n.º 13 / 2017

Schwartz, E. y Trigeorgis, L. (2004). Real Options and Investment Under Uncer-
tainty: Classical Readings and Recent Contributions. Cambridge: MIT press.

23


