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Introduccion

La teoria de la modelacion de la estructura a término de tasas de interés se basé
originalmente en el supuesto de una dindmica unidimensional especifica para el
proceso instantdneo de la tasa spot r(t). Estos modelos, conocidos como de un
factor, implican que el proceso estocastico de tasa corta es suficiente para modelar
los cambios en la estructura de plazos de las tasas de interés, es decir, la curva de
rendimiento. Esta tasa corta es la tasa instantdnea, continuamente compuesta en el
tiempo. Para comprender la tasa corta, el canon de mercado mds cercano seria una
tasa interbancaria overnight. L.os modelos de tasa corta de un factor incluyen los de
Vasicek (1977), Cox-Ingersoll-Ross (1985), Ho-Lee (1986), Hull-White (1990),
Black-Karasinski (1991), Black-Derman-Toy (1990), entre otros.

El padre de todos los modelos anteriores es el de Vasicek (1977), y existen
importantes avances a partir de este, con diferentes aportes y variaciones, por
ejemplo, en el modelo Ho-Lee existe solo un pardmetro de volatilidad relaciona-
do con el proceso de tasa corta, es decir, no presenta un parametro de reversion
a la media. En los modelos Vasicek (1977) y Cox-Ingersoll-Ross (1985) hay dos
parametros relacionados con el proceso de tasa corta, un pardmetro de volatilidad
y uno de reversion de la media. Elegir estos pardmetros para ajustarse mejor a los
precios del mercado se denomina calibrar el modelo, ya que estos pardmetros de
volatilidad y reversién a la media son independientes de la estructura del plazo
inicial, y deben determinarse utilizando los precios de mercado de los instrumentos
cotizados, como los Caps, los Floors y los Swaps.

En este sentido, un modelo de tasa corta habitualmente se calibra con algu-
nas estructuras iniciales en el mercado, por lo general la curva de rendimiento, la
superficie de volatilidad de Caps, la superficie de volatilidad de los Swaptions y,
posiblemente, otros productos ya mencionados, determinando asi los parametros
del modelo. Vasicek (1977), Cox-Ingersoll-Ross (1985) y Dothan (1978), por
ejemplo, se encuentran entre los modelos de tasa corta mas utilizados. La fuerza
del modelo de Vasicek es que se pueden hallar analiticamente los precios de los
bonos y las opciones, sin embargo, las tasas de interés negativas también son po-
sibles con una probabilidad positiva.

Este trabajo centra sus esfuerzos en los hallazgos y aportes del modelo Cox-
Ingersoll-Ross (CIR), ya que surge como una alternativa muy util a partir de la ex-
tension realizada al modelo Vasicek, puesto que, dados los pardmetros es posible
obtener tasas de interés positivas con una probabilidad positiva. El documento
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se organiza en cinco partes, la primera esta dedicada a la exposicién del modelo
CIR, luego se expone el proceso estocdstico sobre el cual se soporta este modelo,
el proceso de Feller (1951); en seguida se analiza la sensibilidad a los pardmetros
del modelo cIr, luego se presenta el modelo de valoracion de bonos y, por dltimo,
las conclusiones y recomendaciones del estudio.

1. Modelo Cox-Ingersoll-Ross (cir)

El modelo de Cox-Ingersoll-Ross (1985), que a menudo se cita como CIr, €s un
modelo continuo de tasa de interés estocastico, conocido como un modelo de tasa
de interés de un solo factor. En este, la dinamica instantanea de la tasa de interés
viene dada por la siguiente ecuacidn diferencial estocdstica:

dr, =a(B~r,)dt+ o \Jr,aw, (1)

t

CIR model for the spot rate with alpha = 0.5, beta = 8.55, sigma = 0.365, nu = 128.354

variable
Annual rate in %

value

0 200 400 600
X

Figura 1. Simulacién de un proceso de Feller satisfecho (1)
Aqui, o, B y o son constantes positivas, r, es la tasa de interés, 7 es el tiempo y

W denota el proceso estdndar de Wiener; la figura 1 muestra el comportamiento
del modelo cIr bajo un proceso de Feller que satisface la ecuacién (1) para un va-
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lor de los pardmetros definido, o= 0,5y & = 36,5 %; el valor de largo plazo en la
simulacién fue determinado como = 8,55 %. Es facil ver que el componente de
deriva se comporta igual que en el modelo Vasicek (1977), por tanto, la tasa
de interés sigue un proceso de reversion a la media de nuevo; f es el promedio de
largo plazo, y a es la tasa de ajuste o parametro de reversion a la media. La dife-
rencia es que el término de volatilidad ¢ no es constante, sino que es proporcional
a la raiz cuadrada del nivel de la tasa de interés, O \/Z . Esta “pequena” diferencia
tiene consecuencias dramadticas con respecto a la distribucion de probabilidad de
las tasas cortas futuras.

En el modelo cIr, la tasa de interés presenta una distribucion chi-cuadrado no
central, con la siguiente funcién de densidad (f):

f[rT|rt] = 2cx§q+2,2u [2(’7’[]

donde:
20,
q= ?ﬁ - 1’
U= Cl’te_a(T_t),
ye= 2a
& (1= ]

De esta forma, X j,m denota la funcién de densidad de probabilidad de la distribu-
cion chi-cuadrado, con n grados de libertad, y m indica el parametro de no centra-
lidad. Como el valor esperado y la varianza de dicha variable aleatoria son n+m
y 2(n+2m), respectivamente, tenemos los siguientes momentos para la tasa de
interés:

E[rT|rt] = rte*a(m) +,B(1 — eia(H))

Var[rT|r,] = o, (e_“(T‘t) _e—za(T—f)) +ﬂ(1_e—aﬁ—f))2

20
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Podemos observar que el valor esperado condicional es exactamente el mismo que
en el modelo de Vasicek. Es importante notar que la tasa corta, como una variable
normalmente distribuida, puede volverse negativa en el modelo de Vasicek, pero
esto no puede ocurrir en el CIRr.

Ahora bien, podemos observar como los coeficientes determinan la forma de
la funcién de densidad de probabilidad si la trazamos con diferentes conjuntos
de parametros. En la figura 2 se observa que la varianza de la distribucién aumenta
con el tiempo. S cambia la forma de la funcién de densidad y no solo la desplaza,
a diferencia del modelo Vasicek donde el pardametro S solo afecta la media de la
distribucién de probabilidad. Estd claro que con un valor mayor de a, el proceso
alcanza su media a largo plazo antes y tiene menos varianza, y con mayor vola-
tilidad obtenemos una funcion de densidad mas plana, es decir, mayor varianza.

&1 alpha=0.2

------- alpha=0.4

alpha=0.6

T T T T T T T T
0.00 0.05 010 015 000 005 010 015

beta=0.1 sigma=1

——————— bela=0.12 sigma=5
.............. Deta=0.14 sigma=10

........... beta=0.16 sigma=15

0.00 0.05 010 015 000 005 0.10 015 020 025

Figura 2. Simulacién de funciones de densidad de probabilidad, modelo cir

2. Proceso estocastico de Feller y modelo cir

Este modelo fue introducido por Feller (1951a; 1951b) para estimar el crecimiento
poblacional, y se hizo bastante popular en las finanzas después de que Cox, In-
gersoll y Ross lo propusieron para modelar las tasas de interés a corto plazo (Cox
et al., 1985). Por su parte Brown y Schaefer (1994), y Andersen y Jesper Lund
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(1997) confirman que el modelo cIr es un buen candidato para evaluar con gran
precision la forma de la estructura a término de las tasas de interés. Recientemente
se adopt6 para modelar la emision de 6xido nitroso del suelo por Pedersen (2000),
y para modelar la tasa de variacién evolutiva entre sitios en la evoluciéon molecular
(Lepage et al., 2006).

Al contrario del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, no hay una solucion expli-
cita real para (1). Sin embargo, para algunos valores de S, se puede construir un
proceso estocastico que tenga la misma ley y resolver una ecuacion similar. De
hecho, para ie{l,. . .,n}, se tiene:

o o

t
X, (1) =gJ.e 2 S)dW(i) (s)+e 2 1,
29 n
donde w) . .,W(") son movimientos Brownianos independientes; usando una re-

presentacion familiar, los procesos X ,..., X, son procesos independientes Orns-

tein-Uhlenbeck que satisfacen X, (O) = 1, y
n
dx, (t) = _%X,. (1) dt+%dW(i) (¢),6>0

De esta forma, se tiene

5 =3 X (1).0>0. 2)
i=1
En este sentido, se puede ver que #(0) =7,y

dr(z):a{nf—a-r(z)}ma F(an (o),

donde /¥ es un movimiento Browniano definido por
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1

(1) = jX (S‘;) ' (s).

r(
0_2
Por tanto, (2) es una solucién explicita para (1) cuando S =n i esto es, cuan-

. .. (97 .
do el pardmetro v, definido porv=4—>, esigual a n.
o

El proceso r definido por (2) no es realmente la solucion a (1), ya que la so-
lucién no se expresa en términos del movimiento Browniano W, sino en térmi-
nos de un nuevo movimiento Browniano . Sin embargo, esto significa que la
distribucién de ambos procesos es la misma. En Kouritzin y Rémillard (2002) se
muestra que se puede construir una solucién en un intervalo de tiempo aleatorio
bajo la condicién v:4i2’3 =1

o

En Hull y White (1990), donde se expone el modelo conocido como CIR exten-
dido, apuntaban a tener una relacion entre la estructura a término de las tasas de
interés y los rendimientos sobre los activos libres de riesgo que difieren solo en
su tiempo de maduracidn. La explicacion de la estructura del término proporciona
informacion adicional para predecir el efecto sobre la curva de rendimientos si
cambiamos las variables subyacentes. La dindmica de tasa corta instantanea co-
rresponde a un proceso autorregresivo de primer orden en tiempo continuo, donde
las tasas de interés que se mueven aleatoriamente es elasticamente empujada hacia
una ubicacién central o un valor de largo plazo, S, lo cual conduce a la propiedad
de reversion a la media.

Si2af3 < o, entonces r, puede ser cero. Si2af3 < o’, entonces el componente
de deriva es lo suficientemente grande para que el origen sea inaccesible. Bajo el
proceso estocdstico que sigue el modelo CIr esta es conocida como la condicion
de Feller y, en otras palabras, es lo que permite eliminar la posibilidad de tasas de
interés negativas.

3. Sensibilidad a los parametros del modelo cir

En la figura 3 podemos ver que cuanto mayor sea el valor de a que corresponde
al pardmetro de reversion a la media, la trayectoria alcanza el promedio de largo
plazo con mayor velocidad; ademads, como se ve en las lineas punteadas, ante un
mayor nivel de o hay una mayor curvatura en el proceso, lo cual en la practica
puede mostrar un mayor empinamiento en la curva de rendimientos.
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Respecto a la figura 4, a diferencia del modelo Vasicek, el pardmetro o no solo
amplia la volatilidad a mayor nivel del mismo, sino que cambia la forma del pro-
ceso y, por ende, la forma de la curva de rendimientos. Vale la pena observar que
el valor esperado converge a ff cuando 7 o « van a infinito. Ademads, la varianza
converge a 0 cuando a va al infinito.

10 simulaciones modelo CIR con 10 simulaciones modelo CIR con
a=0,2 o=0,4

ShortRate
ShortRate

10 simulaciones modelo CIR con 10 simulaciones modelo CIR con
a=0,6 a=0,8

Sht Rate
ShortRate

Year

Figura 3. Simulaciones modelo cir con diferentes valores del parametro a

10 simulaciones modelo CIR con 10 simulaciones modelo CIR con
c=0,2 0=0,4

ShortRate
ShotRete

Year
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10 simulaciones modelo CIR con 10 simulaciones modelo CIR con
c=0,6 c=0,8

ShortRate
ShortRate

Figura 4. Simulaciones modelo cir con diferentes valores del parametro o

4. Valoracion de bonos en el modelo cir

Supongamos que la tasa de interés spot r, expresada como un nimero, €s un proceso
de Feller con pardmetros ¢, 3, 0 dado por (1). Entonces, un precio de mercado del

riesgo de la forma g (I’) = %4- q, \/;, se tiene
r

P(l,T) — eAz-—r(t}Br
donde:

7=T-1t>0, a=a+gq,0, b:M,}/: a’+20°,
a

2(1—8_”)
B = y
i (}/+a)(l—e_7")+2}/e_”

2(1—6_"’)
(r+ a)(l—e_”) +2ye”

A =

La prueba de este resultado estd basada en la féormula Feynmann-Kac. Para ver el
mismo en detalle revisar Lamberton y Lapeyre (2008).
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En la préctica, en lugar del valor del bono es mas conveniente trabajar con

el correspondiente rendimiento anualizado R(T ,t) expresado en porcentaje.
_(T=1)R(1.T)

Entonces P (t,T ) = e % Utlizando la misma notacién para el valor del
bono tenemos las funciones A y B, de tal forma que la correspondiente tasa spot
en porcentaje para una maduracion z, expresada en afios es

TR (t,t+7)+100x 4, ()
5.9)

r(t) = rg(t) =

donde:

0= (Ot, B.0,9,,9, )T: parametros bajo el porcentaje de escala

0= (e, 8/100,0/10,¢,/10,10¢, )T: parametros cuando se utilizan niimeros de
punto flotante, esto es, los pardmetros sobre los cuales 4, y B, deben ser calcula-
dos, como resultado, a diferencia del modelo Vasicek las tasas de largo plazo no
dependen de la tasa actual spot.

Daily values of a zero-coupon bond with $100 face value for different maturities

100-

99-

variable
P1

— P2

— P3
P4

value

a7 -

0 300 600 900
X

Figura 5. Valores diarios de un bono cero cupén a maduraciones de 1, 3, 6 y 12 meses
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Annual yield of a zero-coupon bond for different maturities

w
n

variable
au = 1months

— au=- 3months

value

—— au=- B months
25- au <- 12 months

0 300 600 900
Days

Figura 6. Rendimientos de un bono cero cupén a maduraciones de 1, 3, 6 y 12 meses

En la figura 5 se observa como se comporta el valor de un bono cero cupén cuan-
do el proceso de la tasa de interés sigue un modelo cIr; la figura 6 muestra como
se comportan a diferentes maduraciones los rendimientos del bono cero cupdn.

5. Conclusiones y recomendaciones

El proceso que sigue la tasa corta en el modelo cIr también se denomina a veces
proceso de raiz cuadrada. La buena propiedad de reversion a la media en el modelo
de Vasicek se conserva en el modelo cIr. La mala propiedad de la posible negativi-
dad en el modelo de Vasicek se elimina en el modelo de cIr asumiendo 203> 02
y, por tanto, se asegura que el origen es inaccesible para el proceso, en otros tér-
minos, la tasa de largo plazo no depende del nivel de tasa inicial o spot. Por otro
lado, la distribucién de la tasa corta en el modelo cIrR no es normal ni lognormal,
pero posee una distribucién chi-cuadrado no central.

Dentro de las ventajas que se pueden obtener del modelo CIr se encuentra que
no permite tasas de interés negativas, sin embargo, en condiciones como las vividas
luego de la crisis financiera de 2008, esta “gran” ventaja se ve relevada por las
decisiones tomadas por algunos bancos centrales, como el Banco Central Europeo, de
implementar tasas de interés negativas a los depdsitos de bancos comerciales en
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las cuentas de alto valor en el banco central. Otra ventaja importante es que la
volatilidad condicional depende de la tasa corta, lo cual hace el pardmetro de vo-
latilidad susceptible a una calibraciéon més adecuada aunque de manera endégena.

Dentro de las desventajas se pueden encontrar: la baja flexibilidad para ajustar
el modelo a una estructura a término observada, se genera una alta correlacion
entre el valor de los bonos, lo cual empiricamente no es facil de corroborar; adi-
cionalmente, el modelo no es analiticamente tratable, dado que su solucidn esta
basada en herramientas numéricas como el esquema o método de Milstein (1975),
sobre el cual se basan los experimentos del presente trabajo.

En torno a posibles extensiones, valdria la pena comparar el modelo cIr con los
demds modelos de tasa corta, evaluar su consistencia en términos de parametros y
ajuste a datos observados empiricamente y la capacidad para capturar la dindmica
de toda la curva de rendimientos.
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