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Introduccion

El objetivo central de la teoria de valoracidn de activos contingentes es deter-
minar el precio de este tipo de activos financieros, a partir del precio de otros mas
liquidos cuyo valor es conocido. En un mercado sin oportunidades de arbitraje,
el teorema fundamental de valoracion permite establecer el precio de un activo
bajo una medida de riesgo neutral (también llamada medida martingala local
equivalente), que por lo general se denota mediante la letra Q. Por otro lado, los
agentes que participan en el mercado modelan las distribuciones de probabilidad
de los precios de los activos basados en una medida real, 1a cual es una medida
subjetiva de probabilidad, que por lo general se denota mediante la letra P. Una
presentacion completa de estos conceptos puede consultarse en Moreno Trujillo
(2012).

La diferencia entre estas dos medidas puede entenderse como una prima por
riesgo, que es la tasa de retorno que demandan los inversionistas por encima de
la tasa libre de riesgo. Esto se puede explicar si se considera que, bajo la medida
de riesgo neutral Q, el retorno esperado de todos los activos es la tasa libre de
riesgo, lo cual hace que bajo esta medida los activos sean valorados como si
los agentes fueran riesgo neutrales. Por el contrario, los agentes son tipicamente
aversos al riesgo en el mundo real, y demandan un retorno mayor que la tasa libre
de riesgo por invertir en activos riesgosos. De esta forma, la diferencia entre el
retorno esperado en el mundo real (bajo PP) y la tasa libre de riesgo (bajo Q) es
la prima por riesgo.

Esta prima por riesgo no es negociable o directamente observable en el mer-
cado, pero se pueden considerar multiples aplicaciones practicas de poder de-
terminar su valor de alguna manera. Por ejemplo, basados en los precios de los
derivados pactados sobre algtin activo, se puede recuperar la distribucién de pro-
babilidad subjetiva que tiene el mercado del retorno de dicho activo, para derivar
estrategias de inversion Optimas o calcular medidas de control de riesgo.

En un working paper de 2013, que posteriormente pasé a ser un articulo pu-
blicado en el Journal of Finance, titulado “The recovery theorem”, el profesor
Stephen Alan Ross presenta una nueva forma de conectar estas dos medidas de
probabilidad. En su articulo, el profesor Ross muestra una forma en la que, dada
una medida de riesgo neutral, se reconstruye (recupera) la medida real y se de-
duce la prima por riesgo. Este modelo estd basado en una economia con espacio
de tiempo y estados discretos, y considera restricciones sobre las preferencias de
un agente representativo del mercado. El resultado de este trabajo ha arrojado
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luces sobre aproximaciones alternativas en campos como la administraciéon de
riesgo, la optimizacion de portafolios, el disefio de estrategias de negociacion,
entre otros.

El teorema de recuperacion tiene varias extensiones tedricas. Peter Carr y
Jiming Yu (2012) investigan los supuestos sobre los que estd basado el trabajo
de Ross y proponen una modificacién del modelo que los lleva a un resultado
similar, pero partiendo de un conjunto diferente de supuestos. Ellos asumen un
proceso de difusidn continuo para describir el mercado, sin considerar la existen-
cia de un agente representativo, e introducen el concepto de portafolio numerario
(que es un portafolio autofinanciado estrictamente positivo) tal que, cuando un
activo es medido en unidades del portafolio numerario, resulta ser una martin-
gala local bajo la medida real. Imponiendo restricciones sobre la forma y la
dindmica del portafolio numerario, Carr y Yu presentan una prueba del teorema
de recuperacion en el contexto de una difusién acotada univariada.

Dubynskiy y Goldstein (2013) investigan las implicaciones de acotar el espa-
cio de estados y muestran que esto lleva a algunas inconsistencias econométricas
del modelo. Martin y Ross (2013) extienden los resultados incorporando en el
mercado activos de renta fija y discuten las implicaciones en el largo plazo de
los supuestos de Ross. Huang y Shaliastovich (2014) consideran una extension
que tiene en cuenta preferencias que rapidamente resuelven la incertidumbre a
partir de datos histéricos. Audrino, Huitema y Ludwig (2015) construyen una
superficie de densidad precio-estado a partir del precio de opciones y desarrollan
una estrategia de estimacién no paramétrica para el teorema de recuperacion. En
su trabajo utilizan opciones sobre el S&P 500, e investigan si el teorema de recu-
peracién produce o no informacién predictiva mas alld de lo que se puede deducir
de las densidades de riesgo neutral. Para el periodo de observacion considerado
encuentran que las estrategias de sincronizacion con el mercado basadas en los
momentos recuperados superan significativamente a las basadas en sus contra-
partes de riesgo neutral.

En el presente documento se realiza una presentacion formal del teorema de
recuperacion de Ross y de la extension continua propuesta por Carr y Yu. Se
desarrollan los elementos necesarios para la demostracion en cada caso, y se
muestran las implicaciones de no considerar difusiones acotadas para el mode-
lo Black-Scholes, en el caso del teorema de recuperacion en tiempo y estados
continuos. Se dan las definiciones y algunos detalles de los teoremas de Perron-
Frobenius y Sturm-Liouville, que son centrales en las demostraciones de estos
teoremas.
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También se quiere rendir una homenaje al profesor Stephen Alan “Steve”
Ross quien fallecié en marzo de 2017, dejandonos el legado de una brillante
carrera tedrica y practica en los campos de las finanzas y la economia.

1. El teorema de Ross

En esta seccion se presenta el modelo desarrollado por el profesor Stephen
A. Ross en 2013 y 2015. Se describen los elementos matematicos subyacentes
a este resultado con el animo de realizar una presentacién formal del modelo
siguiendo el trabajo de Tsui (2013), que difiere del trabajo original de Ross en el
tratamiento de la existencia de un agente representativo en el mercado y la forma
de su funcién de utilidad, pero que hace mds simple de explicar el resultado.

El analisis se realiza sobre un espacio de probabilidad filtrado (2, { F; }, F, P),
donde F es la filtracién generada por las o-algebras F;. Para n € N fijo se con-
sidera el vector de n + 1 activos S; = (SY, S}, 52, .., S*) € R’ donde:

= SP: activo libre de riesgo.
» Si: activos riesgosos, parai = 1,2,....n

El objetivo del teorema de Ross es determinar la probabilidad de transicion
del mundo real () desde la informacion precio-estado de los activos, la cual se
obtiene de los precios de los derivados pactados sobre estos activos (que son las
variables estado subyacentes). Los supuestos del modelo de Ross son:

1. Existe un espacio de estados de la naturaleza finito.
2. Las negociaciones ocurren en momentos discretos de tiempo.
3. No hay oportunidades de arbitraje.

4. Las funciones de precio-estado y de probabilidad de transicién bajo P son
homogéneas en el tiempo.

5. Los precios de estado son conocidos.
6. La transicion es independiente del nicleo (Kernel) de valoracion.
7. La matriz de precio-estado es no negativa e irreducible.
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1.1. El modelo de mercado

De acuerdo con los supuestos anteriores, la economia en el modelo de Ross
es de tiempo discreto y con espacio de estados finito, es decir:

» { = ty,19,13,... son el conjunto de instantes de tiempo, a intervalos igual-
mente espaciados, en los que ocurren las negociaciones.

= FEl espacio de estados de la naturaleza (II) es finito, con variable de estado
Xy elly|lI|] =M eN.

» Existe un proceso estocastico de tasa de interés r; € R, tal que S} satis-
face:

SP . =S)(1+r;) paratodot € N (1)
con Sy = 1.

Los precios de estado (también llamados precios Arrow-Debreu), son los pre-
cios de contratos en los que se acuerda pagar una unidad de un activo numerario
de la economia si un estado particular de la naturaleza se presenta en el siguiente
instante de tiempo, o pagar cero en cualquier otro estado. Por el primer teo-
rema fundamental de valoracion de activos, la no existencia de oportunidades de
arbitraje implica la existencia de precios de estado (lo que no implica que los
contratos a los que hacen referencia los precios de estado sean efectivamente ne-
gociados en los mercados, pero si permiten el uso de estos precios con propdsitos
tedricos). Es importante destacar que, bajo las condiciones impuestas hasta este
momento, el conjunto de precios de estado no necesariamente es Unico.

La funcién precio-estado es el precio de un activo precio-estado en un mo-
mento de tiempo especifico, dado un estado inicial y la transicién al siguiente
estado. Esta funcidn, que se denotard con p, satisface la propiedad de Markov, es
homogénea en el tiempo y solo depende del estado inicial y del siguiéndote es-
tado de transicion, es decir, p : I x II = [0, 1]. Cada precio-estado es denotado
por p; ; donde ¢ representa el estado inicial y j el siguiente estado, y la matriz de
precio-estado del modelo (P) es:

Pia P12 - PiMm
D2, P22 - Po.Mm

p— | P - 2)
Pma Pm2 - PMM
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a partir de la cual se puede definir la matriz de probabilidad de riesgo neutral ()
como:

P/ Yy Pl Y Py P/ Y P
M M M
P21/ djmi P2y D22/ dliaP2g vt Pam/ D P2y
Q - . . .. . (3)
P/ S jey Py Paal gy Py P/ Dogey Parg

La funcién de densidad de transicién del modelo se denotard como f y repre-
senta la probabilidad de transicion entre estados bajo P. Esta funcion satisface
la propiedad de Markov, es homogénea en el tiempo y solo depende del estado
inicial y del siguiente estado de transicidn, es decir, f : IIxII = [0, 1]. Se denota
por f; ; ala funcién de densidad de transicién del estado inicial 7 al estado j, y la
matriz de probabilidad de transicién del modelo (F') es:

fl,l f1,2 e fl,M
for fo2 o fom

F= 4)

fM,l fM,Q fM,M

Considerando las definiciones anteriores, la meta del modelo de Ross es re-
cuperar la matriz F' desde la matriz P. Para esto, se asume que la matriz de
precio-estado P es conocida ex-ante. El kernel de valoracion del modelo, del
estado ¢ al estado 7, es definido mediante el cociente:

Dij
= 5
Gij Iy &)

y la matriz de Kernel de valoraciéon como:

O11 P12 o O
P21 P22 1 Qam

¢ = (6)

¢M,1 ¢M,2 ¢M,M

El kernel de valoracion es independiente de la transicion si este puede es-
cribirse como:
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Pij h(5)

Dij 7. 0 hi) (7N
donde h : II = R, es una funcién positiva y ¢ es una constante positiva lla-
mada factor de descuento. En el modelo propuesto se asume que se tiene esta
propiedad.

Se debe aclarar que el modelo original de Ross no asume la independencia
de la transicion del Kernel de valoracion, esta es derivada desde la optimizacion
de la utilidad de un agente representativo con utilidad aditiva intertemporal se-
parable.

El dltimo supuesto en el modelo de Ross indica que la matriz de precio-
estado P es no negativa' e irreducible?, y es importante mencionar, como lo
hace Ross (2015), que las medidas IP y Q son equivalentes?, luego que P sea irre-
ducible implica que F' también lo es, y la no negatividad de las dos matrices se
puede deducir facilmente. Un argumento similar muestra que la no negatividad
e irreducibilidad de P implica estas mismas propiedades sobre P.

1.2. Derivacion del teorema de recuperacion de Ross

Al considerar la matriz diagonal

h1) 0 0
0 h2) -~ 0
0 0 h(M)

'Una matriz cuadrada A de orden n se dice no negativa si todos sus elementos son mayores
o iguales a cero.

2Una matriz cuadrada A de orden n se dice irreducible si no existe alguna matriz de per-
mutacién que transforma a esta matriz en triangular por bloques, es decir, A es irreducible si no
existe una matriz de permutacién P tal que:

M; 0 0
PAPT Moy Mo --- 0
Mn 1 ]\/[n,Q o Mn n

3 )

con M, j matrices cuadradas.
3Para cualquier evento A en F se tiene que P(A) = 0'si y solo si Q(A) = 0.
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Su inversa es:
1/h(1) 0 - 0
Do 0 1/@(2) 0 ©
0 0 - 1O

Por el supuesto de independencia de la transicion del kernel de valoracion se
tiene que ¢; ; = p; ;/ fi;, lo cual puede reescribirse como:

h(j)
Dbij = ¢i,jfz‘,j = 5Wfi,j (10
y en forma matricial:
P=6D"'FD (11)
de donde,
1 -1
F = SDPD (12)

que representa el objetivo bésico del teorema de recuperacion de Ross. Como
ij\il fi; = 1 paratodo ¢ = 1,2, ..., M, lo cual puede expresarse como F'e = e,
siendo e = (1,1,...,1)T de tamafio M x 1, entonces, al multiplicar ambos lados
en (12) por e y reordenando los términos se tiene:

PD e =¢6D71e (13)
Denotando por x = D~ 'e, la expresion (13) se reescribe como:

Pz =iz (14)

lo cual transforma la ecuacion en un problema de cédlculo de valores y vectores
propios de la matriz P, y se debe notar que:

» Los elementos de x son los elementos en la diagonal de la matriz D!
(1/h(i)), que deben ser positivos.

= ) es un factor de descuento subjetivo, por lo cual debe ser un nimero no
negativo menor o igual que uno.
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El teorema de recuperacion de Ross garantiza una solucion unica al problema
(14), si se satisfacen las dos condiciones anteriores.

Teorema 1 (Teorema de recuperacion de Ross). Existe una tinica solucion
positiva para x (hasta una escala positiva) y 0 en (14), y es posible recuperar la
matriz D (hasta una escala positiva) y la matriz F'.

Demostracion 1. Del modelo se tiene que P es una matriz irreducible. Apli-
cando el teorema de Perron-Frobenius®, cuya demostracion puede consultarse
en Meyer (2000), el iinico vector propio de P cuyas entradas son todas positivas
es su vector de Perron (que es tinico hasta una escala positiva), por lo tanto, esta
es la tinica solucion posible para x. Adicionalmente, § debe ser el correspondi-
ente valor propio de Perron tal que p(P) > 0.

0 estd acotado por el minimo y el mdximo de la suma por filas de P, y dado
que P es una matriz de precio-estado, cada una de estas sumas debe ser no
negativa, ademds, el mdximo pago de cada activo precio-estado es uno (lo que
indica que si todos los activos precio-estado son comprados es posible garanti-
zar un pago de 1). Esto implica que la suma por cada fila es siempre menor o
igual a uno, es decir:

0<6<1 (15)

Una vez determinada x, se puede recuperar D dado que v = D™ 'e (hasta
alguna escala positiva) y también la matriz F' desde (12).

1.3. Algunos comentarios sobre el modelo de Ross

Sobre el modelo de Ross es importante destacar que: 1) puede considerarse
como una cadena de Markov homogénea en el tiempo, de estados finitos e irre-
ducible; 2) el proceso de tasa de interés r; es homogéneo en el tiempo y el pro-
ceso de descuento asociado estd acotado. Adicional a esto, si el proceso de

“El teorema de Perron-Frobenius establece que: Sea A una matriz cuadrada n-dimensional
para la cual se cumple: 1. A es irreducible; 2. a;; > 0. En estas condiciones, la matriz A
posee un valor propio X real, simple y positivo que marca su radio espectral (si A1, ..., A, sOn
los valores propios de A, entonces su radio espectral p(A) se define como: p(A) = max; [\;|),
y estd acotado por:

n n
minz la;j| <A< maxz la;j]
i=1 i=1
Ademds, el vector propio asociado a este valor propio puede tomarse positivo.
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interés se asume constante, la medida de probabilidad real es igual a la medida
riesgo neutral.

Una cadena de Markov® puede definirse como un sistema que transita de
un estado a otro, entre un numero finito de posibles estados, y que satisface la
propiedad de Markov . Es sencillo ver que el modelo de Ross es una cadena de
Markov de estados finitos, homogénea en el tiempo e irreducible, con variable
de estado X, € Il , matriz de densidad de transicién F'y matriz de transicion de
probabilidad ®. En el andlisis de cadenas de Markov es importante determinar
la distribucion estacionaria o distribucion de estado estable de la cadena®, y en
el caso del modelo de Ross es posible demostrar, por una aplicacion directa del
teorema de Perron-Frobenius, que existe una distribucion estacionaria tinica para
el mismo. La demostracion para el caso de la matriz F' parte de considerar que
esta es una matriz doblemente estocdstica, y por el teorema de Perron-Frobenius
se tiene que su radio espectral () debe ser tal que:

SUna cadena de Markov con estados finitos es una sucesién de variables aleatorias
{X1, X2, ...} que toman valores en conjunto de estados finito II, y satisfacen la propiedad de
Markov:

]P)[X"-‘rl = .TJ|X1 =1, Xo =22,..., Xy = Jf”] = P[X’n+1 = x7L+1|X‘rL = .’137,,]

donde PP es una medida de probabilidad. La funcién de probabilidad de transicién de una cadena
de Markov es una funcién p : II x II x N — [0, 1] que estd definida como la probabilidad:

pij(n) = P[Xy = j| X1 =]
y la cadena de Markov se dice homogénea en el tiempo si:
PXpnt1=71Xn =1 =P[X,, = j|Xpn_1=1] Vi,jell;ne N,

es decir, la funcién de transicién de probabilidad no depende del tiempo. Cuando una cadena de
Markov es homogénea en el tiempo es posible definir su matriz de transicion P = [p; ;],,. s
donde |II| = M. Una cadena de Markov se dice irreducible si todo estado es alcanzable desde
cualquier estado inicial, y si una cadena es irreducible su matriz de transicién también lo serd (en
el sentido de esta definicidén para matrices).

6Si {X,,} denota una cadena de Markov homogénea en el tiempo, con espacio de estados 11
y matriz de transicién de probabilidad P, entonces la distribucién de probabilidad estacionaria
(m) es tal que:

Pr=m

Lo anterior significa que si la cadena alcanza su distribucion estacionaria entonces mantiene la
distribucién para todo instante futuro.

pp. 45-74 + n.° 13/ 2017



56

1= manf” <r< m,aXZfi’j =1 (16)
J J

luego 1 es un valor propio de la matriz F', y el correspondiente vector de propio
v satisface:

Fo=w (17)

entonces v es la distribucion estacionaria de la cadena de Markov en el modelo
de Ross.

Con relacion al proceso de tasa de interés 7y, este solo depende del estado
actual y es independiente del tiempo, es decir, es un proceso homogéneo en el
tiempo. Ademads, se tiene que:

e (18)

M
> j=1Pi,j

dado que, si ¢ es el estado actual, y un agente del mercado adquiere todos los

activos precio-estado p; ; € 11, este garantiza ganar 1 sin importar el estado que

se realice. Esto, en un mercado sin oportunidades de arbitraje, implica que la

suma Ej‘il pi,; debe serigual a 1 descontado a la tasa r, es decir:

M 1

E = 1
2P = (19
j=1

que puede escribirse como (18), lo que muestra que r; es homogénea en el tiempo
pues no depende de .

Abhora, si la tasa de interés es constante (1, = ), de (19) se concluye que la
suma por filas de P es siempre igual a un valor £, que es un factor de descuento
constante.

M 1
E i =——==% todo ¢ € 11 20
j:1p7] T paratodo i € (20)

que puede expresarse en forma matricial como Pe = ke, donde e es un vector
de unos de tamafio M x 1. Por el teorema de Perron-Frobenius el vector propio
asociado a P es e, y el valor propio asociado es uno. De (12) se concluye que:

F=-P (21
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y de (3), la definicion de la matriz de riesgo neutral () es:
1 1
Q= —P=0+nP=7P=F (22)

Zj:l Di,j

entonces, bajo estas condiciones, la medida de probabilidad real P es igual a la
medida de riesgo neutral Q.

2. Elmodelo de Carry Yu

Como una extension del modelo de Ross, Peter Carr y Jiming Yu (2012) es-
tablecen un teorema de recuperacion bajo el contexto de una difusion acotada. En
su modelo utilizan el concepto de portafolio numerario, de forma que, cualquier
activo que sea medido en unidades de dicho portafolio resulta ser una martingala
local bajo la medida real P. El modelo de Carr y Yu difiere del modelo de Ross
en dos elementos esenciales: 1) es desarrollado en el contexto de tiempo y esta-
dos continuos; 2) se reemplaza la restriccion sobre las preferencias de un agente
representativo, por restricciones sobre la estructura de la dindmica del portafolio
numerario.

El objetivo principal del modelo de Carr y Yu es recuperar la medida P desde
la medida de riesgo neutral Q junto con la derivada de Radon-Nikodym C%.
Mas detalles sobre este concepto y sus aplicaciones en el campo de las finanzas
pueden consultarse en Moreno Trujillo (2015).

Los supuestos del modelo son:

1. Tiempo y estados se consideran continuos.

2. No hay oportunidades de arbitraje en el mercado, y el portafolio numerario
. S0 d

Ly es igual a 57 donde M, = d% -

3. Existe un proceso de control univariado, continuo, acotado y homogéneo

en el tiempo desde el cual los precios de todos los activos pueden ser de-

terminados.

4. La dinamica de la tasa de interés y del proceso de control bajo la medida
Q es conocida.

5. El portafolio numerario depende solamente del valor actual del proceso de
control y del tiempo.
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6. El proceso de tasa de interés y el coeficiente de tendencia del portafolio
numerario son homogéneos en el tiempo.

7. Las condiciones de frontera del portafolio numerario son conocidas.

8. Se tienen las condiciones de continuidad y derivabilidad necesarias para
desarrollar el modelo.

Basados en este conjunto de supuestos, si el coeficiente de difusion del porta-
folio numerario es determinado, el precio del riesgo en el mercado puede ser
establecido. El problema de la determinacién de este coeficiente se puede trans-
formar en un problema de calculo de valores y vectores propios, cuya solucion se
puede encontrar aplicando el teorema regular de Sturm-Liouville. Los teoremas
de Girsanov y de cambio de numerario se aplican para determinar la dindmica

del proceso de control bajo la medida real P y la densidad de Radon-Nikodym
dP
dT@'

2.1. El modelo de mercado
En este caso se tiene que:

= ¢ es un conjunto de indices con valores en el intervalo [0, 7).
= FEl espacio de estados es continuo.

» Existe una tasa de interés estocdstica r; € R, tal que S satisface la
ecuacion diferencial:

dS? = r,SPdt t€[0,T] (23)
o de forma equivalente
SO = eJo rads (24)
con Sy = 1.

Por el teorema fundamental de valoracion de activos (ver Moreno Trujillo,
2015) existe una medida martingala local equivalente Q, tal que (S{/S?) es una
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martingala local bajo esta medida para todo 7 = 1,2, ..., n. Ademads, se define la
derivada de Radon-Nikodym (M) como:

_d0
~ dP |,

Un portafolio numerario es un portafolio de valor estrictamente positivo y
autofinanciado tal que, el valor de cualquier activo, medido en unidades de este
portafolio (S} /L;), es una martingala local bajo P, parai = 0, 1, ..., n. Lanocién
de portafolio numerario es introducida en el trabajo de John Long Jr. (1990),
en el contexto de un modelo de tiempo discreto’, y en el trabajo de Becherer
(2001) se introduce este mismo concepto en tiempo continuo. Karatzas y Kar-
daras (2007) prueban que la no existencia de utilidades ilimitadas y sin riesgo es
suficiente para garantizar la existencia de un portafolio numerario.

La existencia de un portafolio numerario no implica automaticamente que
0

. S . . .
este sea igual a 7, pero en un mercado completo y sin arbitraje si se cumple
esta igualdad®.

M (25)

7Un portafolio numerario IN; en una economia a tiempo discreto es un portafolio de valor
estrictamente positivo y autofinanciado para el cual se cumple que:

Sl
f
Nt+1| ‘

) _

%t |
Ny

paratodo 0 < ¢t < Ty donde E[] denota el valor esperado bajo la medida de probabilidad real.
8Un portafolio (h?, ki, ..., h?) se dice autofinanciado si para

Ve=) NS,
i=0
se cumple que:
dV, =Y hydS]
i=0
También se tiene que un portafolio (hY, A}, ..., h?') es autofinanciado si y solo si
vV, =Y hids;
i=0

donde Y, = % denota el valor descontado de un proceso de precio o de una estrategia de
t

negociacion.
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Teorema 2. En un mercado completo y sin oportunidades de arbitraje existe el

59
portafolio numerario L, = 1.

Demostracion 2. Para la demostracion primero se muestra que i—tt es una mar-
tingala local bajo la medida P, parat = 0,1,2,...n

Por el teorema fundamental de valoracion de activos, y bajo las condiciones
del presente teorema, existe una medida martingala local equivalente Q tal que
go es una martingala local bajo Q, para 1 = 0,1,2,....n, es decir, para cada
1 =0,1,2,...,n existe una sucesion de tiempos de parada Tin CON T, — 0O €ASI
seguramente, que cumple:

B {gg;;“"m} - E;Z;Tm te[0,7,i=0,1,2,...n  (26)

para todo m, y donde la notacion (S;)™ indica el proceso parado Stin{t,rm}-
|]-"t] se tiene

Al considerar el valor esperado condicional E* [

M™ SO)Tm
que:
] = e [ |
e ] Lt i ]
1Tm>tﬁEP _EP[MT !']-"mm{fm,t}] Egg:: | F t}
e [ S 7]
o P
g B [ M (R 7
_ 1Tm>tﬁEP My Eg;gm Ift] + 1, Mlm E [M%’“ %;: !ft}

_1, . E° [(S%>Tm yft] +1,, < EY [go;% |ft]
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El cambio de medida de probabilidad en la iltima linea de la expresion ante-
rior es por la aplicacion del teorema generalizado de Bayes®. Se sigue que, al
escribir todo en un solo término:

MTm (Sz )Tm ‘| (Sz )rm (Si)Tm
P—ZT]-“:EQ[T}":t
T (s (S0 7] = (soy
Entonces,
Sg)™ M (Sp)™
E]P’ |:< T f:| — E]P’ |: t T .F:|
Ty M (59) g
M (Si)™
:MT’"EP[ A ]
t Mm( ) |
(Sp)™ _ (s)m™
= M
(SP)m — (Ly)™

lo que demuestra que i—‘: es una martingala local bajo la medida P, para 1 =
0,1,2,....n

La segunda parte de la demostracion consiste en establecer que L; es un
portafolio autofinanciado.

Como la derivada de Radon-Nikodym M, = %‘ 7

entonces % = B\ o5 martingala bajo Q, y dado que d <L—5) =d (SO/Mt) =

es martingala bajo P,

d@ S

d < 1\}1 ) entonces gt es martingala. Bajo Q se tiene que St es martingala para

“Dadas dos medidas de probabilidad Py Q definidas sobre un mismo espacio medible (2, F)
y dada una filtracién { F; }, estas también son medidas de probabilidad sobre (€2, F;) y se utiliza
la notacién P; y Q; cuando las medidas estan restringidas por F;. Si Q es absolutamente continua
respecto a P (Q << P), entonces Q; << P, y se denota la derivada de Radon-Nikodym de Q
respecto a P como:
dQ| _ dQ

A =
PTAP|, T dp,

Proposicion 1 (Bayes generalizado). Sean Py Q dos medidas de probabilidad equivalentes
definidas sobre el espacio medible (0, F), y sea JF; una filtracion sobre este espacio tal que
Fi = F, entonces:
EF[ArX|F,
EQ[X|.7:t]: [ X | t]
t

para toda variable aleatoria X Fr-medible.
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todo 1, y por el teorema de representacion martingala:
Lt ~ - . A0
d <@) =dL, =) hjdS,
t i=1
lo que demuestra que L, es autofinanciado.

La dindmica del portafolio numerario bajo la medida [P se describe como:

dL
Tt = (ry + 02)dt + o, dWF 27)
t
resultado que se puede demostrar partiendo de los desarrollos anteriores y de
la férmula de Itd6. De la primera parte de la demostracién anterior se tiene que
(Si/L;) es martingala para todo i = 0, 1, ..., n. Por el teorema de representacion
martingala se tiene que:
d(SP/ L) P
——— = —odW, (28)
(S7/ L) Y
para algtin proceso adaptado o;. Si X, es un proceso de 1td'?, entonces por la
féormula de 1td!! se tiene que:

10Un proceso estocdstico X; se dice proceso de Itd si puede expresarse en la forma
t t
X =X +/ a(s, Xs)ds —|—/ b(s, Xs)dWs t>0
0 0

donde X es un valor inicial, y {a(t, X;)i>0} y {b(¢, X¢)i>0} son procesos estocdsticos que
satisfacen condiciones de regularidad que se denominan coeficiente de tendencia y difusiéon. En
notacidn diferencial se tiene que

dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th t Z 0

"Dados los procesos de Itd X, Y; y una funcién f(t, z,y) € C**2 se tiene que

8f(S7XS7 YS) 8f(S?XS7)/S) a,f(sa stn)

s ds + X, dX, + ay.
1[f(s, Xy, Vo) 0 f(s, X, Ys) (s, X5, Ys)
2 aX2 B 0X.Y,

S

df(t7Xta }/t) =

dY

(dX.) + (@Y. +2 (d&)(dl@)}
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1 1
d{ —= ) = ——=dX; + dX 2
() =~ + gyt )

Considerando X; = SY/L; y aplicando (29) se tiene que:

(5) w0 e )] e

De (28) se tiene que:

SO SO SO 2 SO 2
d| =+ awy 5o |d( )| = () opdt
(Lt) (Lt>at W { (Ltﬂ <Lt> 7
que al ser reemplazadas en (30) llevan a:

Ly Ly
d (S—?> / (S_g)) = o2dt + o, dW} (31)

Al aplicar nuevamente la férmula de Itd, considerando los procesos L; y S?
junto con la funcién f(x,y) = % se tiene que:

Ly 1 Ly 0 L, 0 1
d{ = | = 5dLy — —35dS; + ds; dL
(5) = st~ pett + gatast” - st
y como dS? = r,SPdt entonces:
Lt 1 Ltrt
d{ = | = mdL; — —dt
(S?) s 8
de donde,
Ly Ly dL,
d| = — | = — —nrdt
(#)/(5) -7~
y por (31) se tiene que:
dL
oldt + o dWFE = Ttt — rydt (32)
Se concluye que:
L
dL L= (ry + o2)dt + o, dWF (33)
t
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Una importante consecuencia del resultado anterior es que la prima por riesgo
(f;) del modelo es igual al coeficiente de difusién del portafolio numerario, es
decir:

0, = oy (34)

Esto se puede demostrar recordando que la prima por riesgo asociada a un cierto
activo o estrategia de negociacion es:
Qp — T

6, = (35)

O

donde:

ay : coeficiente de tendencia del activo o estrategia.

o, : coeficiente de difusion.

ry : proceso de tasa interés.

Para el caso del portafolio numerario oy = r; + af, luego 0; = oy.

Como parte de los supuestos del modelo se asume la existencia de un proceso
de control o proceso director (X;) univariado, continuo, acotado y homogéneo en
el tiempo, del cual dependen los procesos de precio de los activos considerados
en el mercado, es decir, X; es una difusién de Itd homogénea en el tiempo con
X; € [l,u], tal que S} = S*(t, X;) parai = 0,1, ..., n. Por definicién el proceso
X, satisface:

dX; = a(X,)dt + b(X,)dW2 (36)

donde WQ es un movimiento Browniano estandar bajo Q. Adicinal a lo anterior,
de (24) se tiene que 7, = 2 1In(SP), y como SY = S°(t, X;), entonces r; =
r(t, X;), es decir, el proceso de tasa de interés también es determinado por el
proceso director X;.

La dindmica del proceso X; bajo QQ es calibrada a partir de los datos obser-
vados en el mercado!?, y se asume que:

1. El portafolio numerario L; depende solamente del valor actual del proceso
X, y del tiempo, es decir, L; = L(t, X3).

2. Elproceso de tasa de interés es homogéneo en el tiempo, es decir, (¢, x) =
r(z).

12Se asume que a(z), b(z) y 7(t, ) son conocidos ex-ante, y b(x) # 0 para z € [l, u]
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3. El coeficiente de difusion del portafolio numerario es homogéneo en el
tiempo, es decir, o(t,x) = o(x).

De lo anterior, y dado que bajo la medida QQ todos los activos, o combinaciones
de estos, tienen coeficiente de tendencia r;, entonces la dindmica del portafolio
numerario bajo Q puede expresarse como:

dL
Tt = r(X;)dt + o(X,)dW2 (37)
t

lo que indica que el portafolio numerario es homogéneo en el tiempo bajo la
medida Q.

Antes de presentar la derivacion del teorema de recuperaciéon de Carr y Yu
recordemos que, dado un proceso de Itd X; que satisface:

dX, = a(X,)dt + b(X,)dW, (38)

donde W; es un movimiento Browniano estdndar unidimensional y los coefi-
cientes a y b satisfacen las condiciones de continuidad de Lipschitz, se define
el operador infinitesimal u operador de Itd de este proceso, aplicado a cualquier
funcién h(z) € C*(R) como

Oh(x) N b*(z) 0*h(x)
Ox 2 022
y se tiene que los precios de los activos satisfacen la ecuacion diferencial parcial:

Gh(t,z) = a(x) (39)

% +GS'(t,x) = r(z)S'(t, 1) (40)

en particular, esta ecuacion la cumple el portafolio numerario de forma que:

AL(t, )
ot

+GL(t,x) = r(x)L(t, x)

es decir,

OL(t,z) OL(t,z) b*(x) O*L(t,x)
T P S T

=r(z)L(t, x) (41)
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2.2. Derivacion del teorema de recuperacion de Carr y Yu

Para la derivacion del teorema de recuperacion de Carr y Yu se encuentra una
expresion para el coeficiente de difusion del portafolio numerario y se aplica el
teorema de Girsanov para recuperar la dindmica de X; bajo la medida PP, junto
con la dindmica del precio de todos los activos S también bajo P. Como parte
del proceso es necesaria la aplicacién del teorema regular de Sturn-Lioville'?.

Teorema 3. La dindmica del proceso director X, bajo P, estd dada por el pro-
ceso de difusion homogéneo en el tiempo:

dX; = [a(X;) + b(X;)o(X,)]dt + b(X,)dW] (42)

13Una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden de Sturm-Liouville tiene la
forma:

d dy(x
2= (0™ = @) = ~ap(anta)
donde las funciones p(z) y p(x) son positivas y ¢(z) es real. En el caso mds simple, estas
funciones son continuas en un intervalo finito cerrado [a, b, en el que, por lo general, se definen
unas condiciones de contorno o frontera. La funcién p(z) es llamada funcién de densidad o
funcién peso.

El valor de A no se especifica en la ecuacidn y encontrar los valores A para los que exista
una solucién no trivial de la ecuacién y que satisfaga las condiciones de frontera se denomina
problema de Sturm-Liouville. Tales valores de A son llamados valores propios o autovalores de
la ecuacién, conjuntamente con las condiciones de frontera. Las soluciones correspondientes son
las funciones propias o los autovectores del problema.

Si las condiciones de frontera del problema son de la forma:

ary(a) +agy’(a) =0 af +a3 >0
Bry(b) + Bay/ () =0 B+ 55 >0
Entonces:

1. El conjunto de valores propios del problema A = {A1, Ao, ...} es real y discreto con

A< <. <A <... >
2. A cada valor propio A, le corresponde una unica funcién propia y,, (x) que tiene exacta-
mente n — 1 ceros en (a, b).
3. Todos los valores propios y funciones propias pueden ser numéricamente establecidas.

Una explicacion detallada y la demostracién de este teorema puede consultarse en Birkhoff y
Rota (1989).
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Demostracion 3. Por el teorema de Girsanov, el cambio de medida de proba-
bilidad solo implica un cambio en el coeficiente de tendencia de (36), luego el
término de difusion bajo P también es b(X,). Sabemos ademds que la prima
por riesgo es 0(Xy), y de nuevo, por el teorema de Girsanov, el coeficiente de
tendencia de X, bajo P es a(X;) + b(X;)o(Xy), es decir:

dX, = [a(X;) + b(X,)o(X,)]dt + b(X,)dW]

Teorema 4. El coeficiente de difusion del portafolio numerario o(x) satisface la
ecuacion

0
o(x) = b(:p)% In[L(t, x)] (43)
Demostracion 4. Como L, = L(t,x) € C'?y L, = L(t, X;), aplicando la
Jormula de It6 sobre esta expresion se tiene que:

oL, oL, 10%L, 9
dLy = —dt + —dX; + -——(dX,
0= 0 g et g g (4N
y dividiendo por Ly,
L 1 0L 1 0L 110%L
&:_@dt_f__a tht+ a t

i - 2
L, L, ot L; Ox 2L, Ox2 (dXs)

De (42) se tiene que (dX;)* = b*(X;)dt. Al reemplazar dX; y (dX;)? en
la expresion anterior, e igualar el coeficiente de difusion resultante con el de la
expresion (33), se tiene que:

1 0L,
o(Xy) = E%b(){t)
lo que es equivalente a:
() = b(w)~- (L, )
TN = Ox ’

La expresion (43) puede reescribirse para que tenga la forma de una ecuacion
de Sturm-Liouville. Dado que b(x) # 0, para alguna funcién f(t) se tiene que:

wiz(e,e) = [ %)dy ) (44)

pp. 45-74 + n.° 13/ 2017



68

tomando exponencial a ambos lados de la expresién (44) y denotando por 7(z) =

exp { N %dy} y p(t) = exp {f(t)}, se tiene la siguiente expresién separable

para L(t, z),
L(t, x) = m(x)p(t) (45)

Reemplazando en la ecuacion (41) se tiene que:

r(@)p (1) + a(@) (@)p(t) + 57" @)p(t) = r(e)r(@)p()

y al dividir toda la expresion por 7(z)p(t),

P @) o ww)
P I BT “o
Para una constante A € R con A = ’% se tiene que:
#W”(m) +a(x)7' (z) — r(z)7(z) = —Ar(x) 47)

que es un problema de valores propios y funciones propias.
Teorema 5 (Teorema de recuperacion de Carr y Yu). La tinica solucion vdlida
de la ecuacion (47) para la cual el correspondiente portafolio numerario es pos-
itivo es:
donde:

1. p: valor propio mds pequerio del problema.

2. ¢: funcion propia correspondiente al valor propio p.
Demostracion 5. El problema planteado en (47) puede reescribirse como:

V(z) 1 0 or(x)
> aaaz%@>ax

- [ 330

1 —r(z)m(x) = =Ar(x) (48)

con,
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y dividiendo (48) por gigg se tiene,
0 0
p [c(m) g(;)] —q(x)m(z) = —Ar(z)w(z) (49)
donde: 2e(a)r(a) 2e(2)
c(x)r(z c(x
0= "pw TR

y por las condiciones establecidas en los desarrollos anteriores se tiene que (49)
es un problema regular de Sturm-Liouville. Es posible determinar numéricamente
los valores y las funciones propias de este problema, los cuales se denotan como:

AM< <. <A\ <... =

y sus correspondientes funciones propias son:

y1<$)792<$),y3($),

Sea ¢(x) = y1(z) y p = A\1. Dado que L(t,x) es positiva, de todas las
funciones propias solo ¢(x) es positiva y nunca cambia de signo, por tanto,
¢(x) es la vinica funcion propia vdlida del problema (49) y el vinico valor propio
vdlido es el correspondiente, es decir, p.

Como parte de los resultados previos al teorema se considerd que AU A,

p(t)
con A € R. Al resolver se tiene que:

p(t) = p(0)e (50)

Utilizando los resultados del teorema de recuperacion de Carr y Yu, junto con
(50), y dado que L(t,x) = m(x)p(t) se tiene que:

L(t,z) = ¢(x)p(0)e” (51)

Al sustituir (51) en la expresion (44) se tiene que:

o(x) = b{a) - lg{x)p(0)e”] = bla) = In[(x)

y se encuentra una expresion para la funcién o(z). La dindmica del proceso
director X; bajo PP se tiene por el teorema 4, y la derivada de Radon-Nikodym
dP .
40 por:
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@ — e fOT rsds ¢(Xt) epT (52)

dQ P(Xo)
esto porque al utilizar el portafolio numerario como activo numerario se tiene
que:

@ _ S_(())L(Tv XT)
aQ ~ SY L0, Xo)

y al sustituir los resultados encontrados en los desarrollos anteriores se tiene
entonces que la dindmica de X; bajo P y la derivada de Radon-Nikodym son
recuperadas.

2.3. Algunos comentarios sobre el modelo de Carr y Yu

El teorema de recuperacion de Carr y Yu se desarrolla considerando una di-
fusion acotada, pero como los mismos autores indican, su aplicacién en el con-
texto de difusiones no acotadas es un tema abierto y objeto de investigacion. En
el trabajo de Tsui (2013) se investiga la aplicacion de este teorema para el mo-
delo de Black-Scholes y el modelo CIR. A continuacidn se resefia la aplicacion
del teorema y los resultados en el caso del modelo Black-Scholes.

2.3.1. El modelo Black-Scholes

El proceso director en el modelo Black-Scholes es el precio de los activos
Si, el cual sigue un movimiento Browniano geométrico bajo la medida de riesgo
neutral. Se tiene entonces que

dS; = rSydt + oS, dW2 S, >0 (53)

donde 7 y o son constantes y WtQ es un movimiento Browniano estdndar bajo Q.
Por facilidad en la presentacion se asume que no hay dividendos y que r = 0, es
decir

dS, = oS, dWR S, >0 (54)

y como el Browniano geométrico es un proceso no acotado, el andlisis estandar
de Carr y Yu no es aplicable.
Dado que b?(z) = o%z?%, a(z) = r = 0, de (47) se sigue que:
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o?x?

2
que es un problema de valores y funciones propias.
Dado que el proceso no es acotado existe infinitas soluciones para el proble-
ma (55) con 7(x) > 0 para todo = > 0. Por ejemplo, si 7(x) = z™, entonces
7’(z) = m(m — 1)z 2, luego (55) es:

7'(z) = —An(z) paratodo z > 0 (55)

2.2
i m(m — 1)z™ % = ™
de donde
o2+ /ot — 8a2)\
m =

207
Este problema tiene solucion real m cuando ot —8a2\ > 0, es decir, A > %,
que da infinitos posibles valores para A. Para cada A la funcién propia correspon-
diente es (z) = ™. Se puede ver que en este caso la medida de probabilidad
real P no puede ser recuperada de forma tnica dado el conjunto de posibles va-
lores de 7.

3. Conclusiones y futura investigacion

En este articulo se desarrollaron los elementos necesarios para entender y
demostrar el teorema de recuperacion de Ross y la extension continua de Carr
y Yu. Las aproximaciones consideradas en cada caso no siguen fielmente las
expuestas por sus autores, pero facilitan la presentacion y el entendimiento de
los temas. Se enfatiza en la importancia de poder desarrollar aproximaciones a
la distribucion de probabilidad completa, bajo la medida de probabilidad real,
para el precio de los activos tranzados en un mercado, con miras a la seleccion
de activos para inversion o el desarrollo de estrategias de control del riesgo.

Se presentan algunas observaciones de cada modelo que buscan establecer
nuevos frentes de investigacion en este tema. En particular, para el teorema
de recuperacion de Ross se desarrolla la consideracion del mismo como una
cadena de Markov y se determina la forma de la distribucion de estado estable
del sistema. Se deja como objetivo de futuros trabajos revisar las implicaciones
que sobre el modelo de mercado tiene dicha distribucién. Para el caso del modelo
de Carr y Yu, se presenta un ejemplo de los problemas que se tienen si el proceso
director es no acotado, como es el caso del modelo Black-Scholes. Considerar
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formas de extender el resultados a este tipo de casos es, desde luego, una inquie-
tud.

Para los dos modelos queda la cuestién de su implementacion practica. Sin
descontar que ya se pueden encontrar publicaciones en las cuales se hace este
tipo de ejercicios, siempre estd presente la necesidad de complementar los resul-
tados tedricos con elementos empiricos.
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