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Introduccion

Una fuente inagotable de inspiracion para el desarrollo de nuevos modelos de
forma reducida' y de no arbitraje? para los mercados financieros internacionales
de commodities® es, sin lugar a dudas, la del mundo del modelaje de las tasas de
interés*. En efecto, los modelos estocdsticos de tasa de interés han tenido una in-
fluencia preponderante en el desarrollo de los modelos de pricing de los contratos
futuros, que pertenecen a una clase de contratos futuros sobre commodities bajo la
sombrilla de la llamada Storage Theory. Algunos ejemplos famosos en este sentido
son los modelos de Gibson y Schwartz (1990) y de Schwartz (1997) que adoptaron
el modelo de Vasicek (1977)° para modelar la dindmica a través del tiempo de la
tasa instantanea spot y neta de conveniencia, y los modelos de Miltersen (2003)

! Siguiendo a Carmona y Ludkovski (2004), uno de los primeros supuestos de muchos mode-

los dentro del campo del modelaje de los mercados financieros internacionales de commodities es
la existencia de un mercado global en el que es posible intercambiar el commodity estandarizado
que hace parte de la clase de contratos futuros sobre commodities a través de contratos spot. Esta
particularidad da origen a un precio spot que llamaremos precio spot estandar (Mejia, 2015). Ahora
bien, a partir de este supuesto podemos clasificar los modelos en dos grupos en general. De un lado,
se encuentran aquellos en tiempo discreto, conocidos como modelos estructurales, que se enfocan
en las fuerzas de la oferta, la demanda y el almacenamiento del commodity en términos generales,
y que buscan replicar el precio spot estandar de equilibrio a través de aproximaciones numéricas.
Del otro lado, se encuentran los de tiempo continuo, conocidos como modelos de forma reducida,
que son esencialmente descriptivos, y que buscan replicar (directa o indirectamente) el patrén de
reversion a la media de dicha variable (Ribeiro y Hodges, 2004a).

2 Siguiendo a Kellerhals (2001), los modelos de forma reducida y de no arbitraje son aquellos
que presumen que el commodity estandarizado es un activo almacenable y, por ende, se deben con-
siderar los costos y desperdicios, asi como los beneficios asociados al almacenamiento del mismo
hasta su entrega, con el fin de determinar el precio futuro de un contrato futuro que pertenece a una
clase de contratos futuros sobre commodities. Los beneficios generalmente se sintetizan en una tasa
de interés continua conocida como tasa instantinea spot y bruta de conveniencia (Carmona y
Ludkovski, 2004). El término “bruta” deriva del hecho de que existe una segunda tasa en la que se
restan los costos y desperdicios (expresados también como una tasa instantanea) conocida como
la tasa instantanea spot y neta de conveniencia (Law, 2009).

3 Siguiendo a Mejia (2015), los mercados financieros internacionales de commodities son aquellos
en los que se negocian commodities a través de contratos estandarizados llamados contratos futuros.
4 En efecto, un campo de investigacion dentro del modelaje de los mercados financieros inter-
nacionales de commodities corresponde a utilizar los distintos modelos estocasticos de tasa corta
para modelar la dindmica tanto de la tasa instantdanea spot y bruta de conveniencia, como de la
tasa instantdnea spot y neta de conveniencia dada la naturaleza de ambas variables.

> El cual corresponde al proceso Ornstein-Uhlenbeck.
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y de Carmona y Ludkovski (2004) que adoptan el de Hull y White (1990) para
modelar esta misma variable.

En ese sentido, la influencia del modelo de los profesores John Carrington
Cox, Jonathan Ingersoll y, principalmente, de Stephen Ross, que aparecié en un
articulo publicado en 1985 en Econometrica®, también se haria presente. En este
caso, los encargados de incorporar este proceso fueron la matematica Diana Ribeiro
y el matematico y profesor Stewart Hodges en un working paper publicado en el
afio 2004 por la Warwick Business School’, dado que optaron por trabajar con la
tasa instantanea spot y bruta de conveniencia y, en ese sentido, debian evitar que
dicha tasa adquiriera valores negativos para asi impedir posibilidades teéricas de
arbitraje®. Dado lo anterior, y como conmemoracion al profesor Stephen Ross, en
el presente articulo se pretende exponer el mencionado modelo como herramienta
para realizar el pricing de los contratos futuros que hacen parte de una clase de
contratos futuros sobre commodities y su método general de calibracion.

La estructura del articulo es la siguiente: la primera parte es la introduccion; en
la segunda parte se realizard una descripcion general del modelo y el proceso de
pricing para los contratos futuros que pertenecen a una clase de contratos futuros
sobre commodities. En la tercera parte se explicard, en lineas generales, el proceso
de calibracion, y en la cuarta parte se presentan las conclusiones.

1. Modelo general

1.1 Descripcion general

Dado un espacio de probabilidad filtrado [Q,TJ,(J , )t>0 s IP’}, el modelo de forma
reducida y de no arbitraje de dos factores de Ribeiro y Hodges (2004) (en adelante

6 El titulo del articulo es: A theory of the term structure of interest rates.

7 El titulo del documento es: A two-factor model for commodity prices and futures valuation.
8 Esto no ocurre para el caso de la tasa instantanea spot y neta de conveniencia en lamedida que
si puede tomar valores negativos (Gibson y Schwartz, 1990). Hay un fuerte debate en este sentido,
ya que Ribeiro y Hodges (2004) sefialan que una de las fallas de los modelos de forma reducida de
no arbitraje de dos factores, tanto de Gibson y Schwartz (1990) como de Schwartz (1997), es que
permiten oportunidades de arbitraje ya que la tasa de conveniencia puede adquirir valores negativos.
Sin embargo, es preciso especificar que la variable con la que se trabaja en cada caso es diferente.
Para los primeros la tasa es de caracter neto, mientras que para los segundos es de caracter bruto.
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el modelo de Ribeiro y Hodges, 2004) establece que el precio spot estandar sigue
el siguiente proceso estocastico’:

ds (1) =[p+c—8(6)]S (1) de+0,\[8(2)S (¢)aw, (1) (1a)

Mientras que la fasa instantdnea spot y bruta de conveniencia sigue un proceso
Cox, Ingersoll, Ross (de aqui en adelante cir) de la siguiente forma:

dS(t)=k[ a—5(t) |dt+0,\/8(t)aw, (1) (1b)
Y ambos siguen el siguiente proceso estocastico conjunto:
dw, () dw, () = pdr (lc)
donde:

dt: incremento infinitesimal del tiempo.

dS(t): incremento del precio spot estdndar durante el intervalo (¢, ¢ + dt).

u: componente de tendencia instantdneo del retorno total del precio spot estdndar.
o,: componente de difusion instantaneo del retorno exclusivo del precio spot es-
tandar.

? La incorporacion de la raiz de la tasa instantanea spot y bruta de conveniencia en el término

de difusion del precio spot estandar 1a incluyen Ribeiro y Hodges (2004) por dos razones concretas
(Ribeiro y Hodges, 2004b):

*  Desdeun punto de vista teérico, la volatilidad del precio spot estdandar es heteroscedastica
y refleja las condiciones de la oferta, la demanda y los inventarios del commodity en
general. En particular, dicha volatilidad se incrementa con los grados de backwardation.
Esto es, entre mas alta sea la condicion de backwardation, mas alta sera la de la tasa
de conveniencia. De esta forma, tasas de conveniencia altas implican bajos niveles de
inventario y, por ende, la volatilidad del precio spot estandar se encontraria relacionada
positivamente con el valor de la tasa de conveniencia.

*  Desde un punto de vista matematico, para hallar una solucion cerrada se requiere de la
presencia de dicha raiz en el componente de difusion, ya que, de lo contrario, al momento
de resolver la ecuacion diferencial parcial, una de las ecuaciones diferenciales ordinarias
es increiblemente compleja.
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o dW, (t): incremento, durante el intervalo (t,t+dt), de un movimiento
Browniano estandar bajo P, asociado al precio spot estandar, con valor
esperado 0 y varianza ¢.

e do (t) : incremento de la tasa instantdnea spot y bruta de conveniencia
durante el intervalo (t, t+ a’t).

* a: valor esperado de largo plazo de la tasa instantdnea spot y bruta de
conveniencia.

ek >0:velocidad de reversion de la tasa instantdnea spot y bruta de con-
veniencia en torno a su valor esperado de largo plazo.

» 0,: componente de difusion de la tasa instantdnea spot 'y bruta de conve-
niencia.

o dW, (t) . incremento durante el intervalo (t,t+dt), de un movimiento
Browniano estandar bajo IP, asociado a la fasa instantdnea spot y bruta de
conveniencia con valor esperado 0 y varianza .

» p: coeficiente de correlacion entre el retorno instantdneo del precio spot
estdandar y la tasa instantdnea spot y bruta de conveniencia.

1.2 Proceso de pricing

Dado que el modelo de Ribeiro y Hodges (2004) es un modelo de forma reducida
y de no arbitraje, entonces el precio futuro en el momento de tiempo ¢ de un con-
trato futuro que pertenece a una clase de contratos futuros sobre commodities con
vencimiento en T, talesque0 <7 <T,ydonde j =1,2;...,J,siendo J el vencimien-
to liquido mas lejano a lo largo de la curva forward F (t; T, ), se define como una
funcion de las variables de estado bajo (en este caso el precio spot estandar y la
tasa instantdnea spot y bruta de conveniencia) y del tiempo al vencimiento bajo
la medida martingala-equivalente o riesgo-neutral Q:

F(6T)=f,[S(2).6(:).T,~¢] (2)

Dado lo anterior, se requiere primero transformar el modelo de Ribeiro y Hodges
(2004) bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral o martingala-equivalente.
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1.2.1 Modelo de Ribeiro y Hodges (2004) riesgo-neutral

Bajo un espacio de probabilidad filtrado [Q,TJ,('JI)IZO, PJ y expresando
w(t)= [Wl (1), m, (t)} como los dos movimientos Brownianos estédndar bajo P,
se propone el siguiente proceso adaptado:

0(1)=[6,(1).6.(r)] 3)
donde:

7 (t) : precio de mercado del riesgo asociado al precio spot estdndar.
0, (t) : precio de mercado del riesgo asociado a la tasa instantdnea bruta y spot de
conveniencia.

Bajo este esquema, el riesgo de mercado asociado al precio spot estandar se puede
cubrir usando la clase de contratos futuros sobre commodities que emplea pre-
cisamente el commodity estandarizado como su subyacente. Con base en esto, la
prima de riesgo de mercado quedaria completamente especificada y podriamos
definir 6, de la siguiente forma:

6,(t) = M (4)

Donde r es la tasa instantdnea libre de riesgo que se asume constante'.

Sin embargo, no existe un instrumento que se pueda utilizar para cubrir el
riesgo de mercado asociado a la tasa instantdnea bruta y spot de conveniencia.
Con base en esto, la prima de riesgo de mercado no puede especificarse, y debe
incluirse de manera explicita en 6, (l) de la siguiente manera:

0,(t)=—F=—= (5)

10 Un trabajo interesante por desarrollar en este sentido seria el de dotar de naturaleza estocas-
tica a dichas tasas de interés dentro del modelo de Ribeiro y Hodges (2004), de la misma forma
que Schwartz (1997) lo hizo con su modelo de forma reducida y no de arbitraje de dos factores.
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Donde / es la prima de riesgo de mercado que se asume constante'’.
Teniendo en cuenta (4) y (5), podemos expresar (3) también como:

_ )]=| <= ;
=[a().0.00]= = NGOG

(6)

Dado que 6’(1‘) satisface la condicion de Novikov bajo [P (Ribeiro y Hodges, 2004a),
entonces existe una medida de probabilidad equivalente (que es riesgo-neutral

o martingala-equivalente dada la forma como se defini6 (6)), tal que (Girsanov,
1960):

+j du W, (1) + j S Y 7)
ﬂ 0 0-2 5(1/{)

Donde W (t) es un movimiento Browniano estdndar bajo la medida riesgo-neutral

o martingala-equivalente Q. La forma diferencial de (7) es la siguiente:

~ ﬂ—]/‘
AW, (t) = dw, (t)+| ——— |dt 8
(6) = (1) o o] (8a)
dW, (t)=dw, (t)+ A (8b)
0,4/9(1)

O de manera alternativa:

aw (1) = dw, (1) —| -2 =2 |dr (9a)

I Un trabajo interesante por desarrollar en este sentido seria el de dotar de naturaleza estocas-

tica a dichas primas en el modelo de Ribeiro y Hodges (2004), de la misma forma que Carmona y
Ludkovski (2004) lo hicieron con el modelo de forma reducida y de no de arbitraje de dos factores
de Schwartz (1997).
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sz(t):sz(t)—[alg(t)]dt (9b)

Finalmente, reemplazamos (9a) en (1a) y (9b) en (1b) para obtener el modelo de
Ribeiro y Hodges (2004) riesgo-neutral'*:

ds(t)=r+c=8(r)|S(r)dr+o,\8(r)S(r)ar, (¢) (10a)
d5(t)={k[a—5(tﬂ—l}dt+62 S(t)am, () (10b)
dw,(¢)dw, (t) = pdt (10¢)

Donde W(t) = [Vf/ (t),W (t)] son dos movimientos Brownianos estandar bajo Q.

1 2

1.2.2 Solucion cerrada
Dado el modelo de Ribeiro y Hodges (2004) riesgo-neutral de (10), y retomando

(2), se debe cumplir con la siguiente ecuacion diferencial parcial al aplicar el lema
de It y el principio de no arbitraje':

r+c)-at)-st0 L0

+1oz6(t)S(t)z%aZF[t’S(I)’g(t);ﬂ} (1)

12 Véase el anexo A.

13 Véase el anexo B.
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Sujeto a la condicién de frontera F[Tj, S(TJ),é'(TJ),TJ = S(Tj) Siguiendo a
Ribeiro y Hodges (2004b), la solucion de (11) es la siguiente':
L F[1,5(0).6(e).7, ]} = La] S(1) |+ A(T,~1)-8(e) B(T,~1)  (120)
Donde:
A(T 1) =(r+c)(T,-1)+(A- ka) [ B(u) du (12b)

(12¢)

2 Tkt (k,— &, )e )
) 2k,

4 Véase el anexo C.
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2[1—5““‘")]
B(T —1t)= (12d)
Y o+ k,+ (k — ke )

k =k} +20° (12¢)

k,=o—po o, (12f)
2. Calibracion

2.1 Proceso general

Dado que las variables de estado en este tipo de modelos (precio spot estdndar y
tasa instantdnea spot y bruta de conveniencia) no son visibles para muchos com-
modities en general, entonces uno de los mejores esquemas para calibrar el modelo
es a través del filtro de Kalman y el método de Médxima Log-Verosimilitud. Sin
embargo, es pertinente indicar que dado que el proceso CIR no sigue una distri-
bucién normal sino una distribucion chi-cuadrada no centrada (Cox, Ingersoll y
Ross, 1985), entonces los pardmetros estimados son cuasi-Optimos y no 6ptimos.
Para obtener la ecuacion de transicién se empleard el mismo método propuesto
por Ribeiro y Hodges (2004b):

— Se emplea el método de Euler-Maruyama para (1a). Sin embargo, como es-
ta primera aproximacion puede producir valores negativos de S (t), se evita

esta dificultad escribiendo f [t,S (t)} = Ln[S (t)] y empleando el método de
Euler-Maruyama para Ln| § (f ) .

— Sediscretiza la solucién numérica exacta de (1b).

— Se incorpora de manera indirecta el proceso estocastico conjunto (1c¢) dentro
de la matriz de covarianza de la distribucion normal multivariada de las per-
turbaciones seriales no correlacionadas empleada durante el proceso de dis-
cretizacion, a través de la formula del coeficiente de correlacion de Pearson.
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2.2 El estado de espacio de forma para el modelo de Ribeiro y
Hodges (2004)

Como se indic6 previamente, esta aproximacion consiste en aplicar el método de
Euler-Maruyama para Ln[S (f )} Con base en esto, se debe obtener la ecuacion
diferencial para L7 [S (t )} Considerando que (1a) es un proceso de Itd, se define la

funcién f [Z,S (Z)} =Ln [S (t)} y se aplica el lema de Itd (Ribeiro y Hodges, 2004b):

2

d{Ln[S(t)]}:l:,u+c—[1+07‘]5(t)]dt+61\/%dWl(t) (13)

Con base en lo anterior, (13), (1.1b) y (1.1c) se utilizaran para construir la ecuacion
de transicidn, mientras que (12) se utilizard para la ecuacién de medida.

2.2.1 Los vectores de estado y de medida para el modelo de Ribeiro
y Hodges (2004)

En el caso concreto del modelo de Ribeiro y Hodges (2004) las variables que no
son observables, para cada momento del tiempo ¢, son el logaritmo natural del
precio spot estandar y la tasa instantdnea bruta y spot de conveniencia. Con base
en esto podemos definir el vector de estado de la siguiente forma:

X = (14a)

donde:

* x:vectorestadode2 X 1.

e Ln (S,): logaritmo natural del precio spot estdndar en el momento del
tiempo z.

* 0. tasa instantdnea spot y bruta de conveniencia en el momento de tiem-
pot.
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Por otro lado, las variables observadas en cada momento del tiempo ¢ son los
logaritmos naturales de los precios futuros de los J contratos futuros de la misma
clase de contratos futuros sobre commodities. Con base en esto podemos definir
el vector de medida de la siguiente forma:

v, = : (14b)

donde:

y,: vector de medidade J=N x 1.

Ln(F, T'): logaritmo natural del precio futuro de una clase de contratos futuros
sobre commodities con vencimiento en Tj, donde j=1,..., J=N.

2.2.2 La ecuacion de medida para el modelo de Ribeiro y Hodges (2004)

Para construir la ecuacién de medida se debe discretizar (12) de la siguiente forma:

y,=2x,+d +¢g, t=1,...,NOBS (15a)

donde:

t

d = [ A(f“)} : vector de N x 1y A(r,,) estd dado por (12b), (120), (12¢), (11f)
en tiempo discreto.

7, = [1, B(Tj’t)} ‘matriz de N x 2 y B(7,,) esté dado por (12d), (12e), (12f)
en tiempo discreto.

¢ vector de N X 1 de perturbaciones seriales no correlacionadas que siguen
una distribucién normal multivariada con:

E(e,)=| : (15b)
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Cov(e,)= E{[et — E(etﬂ[gt — E(gt)]}: E(etet') =H (15¢)

Este vector se introduce generalmente para representar posibles errores en la in-
formacion.

2.2.3 La ecuacion de transicion para el modelo
de Ribeiro y Hodges (2004)

Paso 1. Método de Euler-Maruyama para el logaritmo natural del precio spot es-
tandar

Podemos aproximar la solucién numérica a (13) y discretizarla en una particién
con pasos constantes Ar a través del método de Euler-Maruyama de la siguiente
forma (Platen y Bruti-Liberati, 2007):

In(s))= Ln(St1)+{u+c—[1+%12j5t:|At+O'l\/§t\/A—tnu (16)

Donde,, es una variable aleatoria serial no correlacionada que sigue una distri-
., i . 2

bucién normal con valor esperado cero y varianza o,"0,At. Una segunda forma de

expresar lo anterior es:

Ln(S[)zLn(St_l)+l:,u+c—(l+%1zj6t:lm+nu (17)

Donde ahora 1, es una variable aleatoria serial no correlacionada que sigue una
. . ., ? . 2 .

distribucién normal con valor esperado cero y varianza 6,6 At. Finalmente, po-

demos expresar (17) de esta otra manera para adaptarla a la ecuacién de transicion

final:

2

Ln(St)z(,u+c)At+Ln(St1)—(1+%]5t =y (18)

Paso 2. Discretizacion de la solucion numérica exacta de la tasa instantdnea spot
y bruta de conveniencia.
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Por otro lado, necesitamos obtener la solucion numérica exacta de (1.1b).
Teniendo en cuenta que (1.1b) es un proceso de Itd, definimos la funcién
f[t,5(t)} = 5(t)ek’ y aplicamos el lema de 1t6:

d5 (1) = kaedt +0 |5 (1) dw, (1) (19)

Para obtener la solucién numérica integramos a ambos lados de (19) desde s to ¢,
donde 0 <s <t

6(t)=5(s)e_k([ S)+Oc[1 e ”} JG \/7 _k”dW( ) (20a)

A partir de (20a) podemos calcular el valor esperado y la varianza del proceso

condicional a la informaciéon (3 ) :
S/ t>520

E[8(r)3,]=8(s)e 4o 1| (20b)

2

Var[5(t)| JJ = O{Z—ij[l _ 2 } + 6(s)o-72[e—k(r—s) — eﬁk(f—s)} (20¢)

A partir de (20) podemos concluir que el proceso sigue una distribucién chi-
cuadrada no centrada condicional a la informacién J_ con valor esperado de

5(s)e—k(t—3) + a[] _ e—k(t—sq y varianza de a(z_ij[l _ e—zk(t_s)}+ 5(s)o-722[e"‘("‘)

_ o 2H) J Dada la disponibilidad de un set de informacionJ _ se procede a dis-

cretizar el proceso en un contexto normal:
—kA —kA
5,=8_ " +afl-e)+n,, (21a)

Donde 7,, es una variable aleatoria serial no correlacionada que sigue una distri-
bucién normal con valor esperado cero y varianza:

jt—]): a[z—i)(l—€_2kAt)+6(S)O-722(€_kAt _e—ZkAt) (21b)
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Paso 3. Construccion de la ecuacion de transicion e incorporacion del proceso
estocastico conjunto
Conbase en (18) y (21) podemos incorporar el proceso estocéstico conjunto en

(1.1c) sefalando que tanto7],, como T1,, tienen la siguiente covarianza, obtenida
mediante la aplicacién de la férmula del coeficiente de correlacion de Pearson:

Cov(nl,t,nz,,)= po,\J8, Nt Var(ﬂz,,

Y podemos proponer la siguiente ecuacion de transicion:

i ) (22)

x,=Tx_ +c+mn,t=1,..,NOBS (23a)

1 -1+
T= ( 2) : es una matriz de 2 x 2.

U+c

:esun vectorde 2 x 1.
06(1— e_kA')

Cc=

N,: es un vector de 2 x 1 de perturbaciones seriales no correlacionadas que siguen
una distribucién normal multivariada con:

E(nt):{ g } (23b)

Co(n)=£{[n,~ £(n)][n - E(n)] }= E(nn)=0
3.)

(23c)

0’6 At pal\/a\/Zt Var(nz,t
i pal\/a@ Var(nzy, 3171)

JH) Var(nz’,
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Una vez se cuenta con las ecuaciones de transicion y de medida, el proceso se pue-
de calibrar siguiendo la metodologia del filtro de Kalman y el método de Médxima
Log-Verosimilitud estdndar dada la informacién de una clase de contratos futuros
sobre commodities".

3. Conclusiones

El recuento del modelo de Ribeiro y Hodges (2004) es una excelente forma de
conmemorar al profesor Stephen Ross, ya que sin el proceso CIr no se hubieran
podido extender los trabajos de Gibson y Schwartz (1990) y de Schwartz (1997)
como ellos lo hicieron. Modelar la tasa instantdnea spot y bruta de conveniencia es
reconocida hoy como una de las formas mas comunes de implementar el proceso
CIR al mundo del modelaje en commodities.

Sin embargo, es fundamental reconocer que la calibracion de este modelo a
través del filtro de Kalman puede llegar a ser problemadtica. Lo anterior debido a
que, si bien la relacion entre los precios futuros y las variables de estado es lineal,
el ruido no es gaussiano sino chi-cuadrado no centrado. De esta forma, los para-
metros obtenidos son cuasi-6ptimos y no 6ptimos. Se abre entonces la pregunta
de como estimar los pardmetros siguiendo esta metodologia, pero con ruidos no
gaussianos. A este respecto, si bien la literatura propone varios acercamientos desde
disciplinas como las matematicas, lo cierto es que desde el campo del modelaje
en commodities el tema aun es precario y abre bastantes puertas para su estudio
en el futuro.
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Anexo A. Transformacion del modelo
de Ribeiro y Hodges (2004) al modelo de
Ribeiro y Hodges (2004) riesgo-neutral

Reemplazamos (9a) en (1a):

o

dS():[,u+c 6 dt+O'FS dW O'FSZ‘[ t]

dS(t)zI:c—5(Z):'S(t)dt+r5(t)dt+GIWS(t)dWI(Z)
dS(1)=[r+c—8(1)]8(¢)dr+0,5(1)s (1) a (i

Reemplazamos (9b) en (1b):

a’5(t)=k[a—é(z)}dﬁozm[dl/ﬁz(z‘)—[G *5 (’)H

do(r)= k[a—é(r)}dﬁozmdl/f/z(t)dt—cz\/%[G j;(T)Jdt
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a5(0)= Ko 5(0) a0, B0 (1)~ 2
5(0)= K[~ 5(0) it~ 2a . 6( ) (1)
a5(0)~{K[ - 3(1)]- 2}ar+ o, 5 )
5(1)= ke~ k3(1) -] () (1)
(1) ~{K[a-3(0)]- 2}ar+ o 5 ()

Anexo B. Ecuacion diferencial parcial

Dado que (10a) y (10b) son ambos procesos de Itd y considerando (2), entonces
podemos aplicar el lema de Itd en su forma multivariada:

d{F[z, S(t),5(t);Tj]}
aF[t,S(t),é(t);Tj} +[r+c—6(t)]S(t){aF[I’S(t)’é(t);T’]}

=<

ot a5(1)

it 1000

95 ()

o] L5

+%[0'2 5(t)T s t)f(t)T/]}
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oF[1.5(1).8(e):7,]

ot

Al aplicar el principio de no arbitraje y recordar que

_aF[t,S(t),é(t);T_

/ } , podemos expresar la ecuacion anterior como la siguiente
a(TA - t)
J

ecuacion diferencial parcial:
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+polozs(z)5(;){azF[t’S(’)"s(t);T,}}_ aF[t,S(t),é(t);Tj]

9S(t)as(t) oT,

Anexo C. Solucién de la ecuacién diferencial parcial

Dada la ecuacion diferencial parcial:

(rc)-a0s0f 10

J :0

7,

Asumimos una solucién del tipo:

Ln{F[S(t)ﬁ(t),Tj —t}} = Ln[ S(1) |+ B(T,~1)5(¢)+ 4(T, 1)
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Donde B(Tj —Tj) = B(O) =0 yA(Tj —Tj) = A(O) =0, tales que cuando /=T, en-

fonces Ln{F[Tj, S(Tj),é(Tj);Tj}}:Ln[S(Y})]

Dado lo anterior, obtenemos las derivadas parciales para dicha expresion.

8F|:t,S(t),5(f);Tj] _ eB(T/_t)a(t)m(T/—t)

95 ()
O F|08().6(e):T ] () B(7, )] -4
aa(t)Z J
PF[LS()S(ST ] ot
as()aoll) B(7,-)

OF[1.5(1).8(1)7, | () )| % (7,-1) (1) dA(T, -1
o1, 1)

Finalmente, introducimos las distintas derivadas en la ecuacion diferencial parcial

y simplificamos:

[(r+e)-0 (r)]S(t){eff(ff—r)s@)m(r,_f)}

pp. 75-98 + n.2 13/ 2017



98

[(r+ c)- 6(t)}+{k[a—5(t)]—l}B(Tj —t)+%0226(t)[B(Tj —tﬂ2

a8(7,~)
a(7,~)

a(T,~)
a(7,~)

+p0,6,8(1)B(T,1)= S(t)+

Esta ecuacion se resuelve reduciéndola en dos ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden:

2

~5(t)- ko (¢) B(T, —t)+%6225(t)[B(Tj —t)} +po,6,5(1)B(T,~1)

dB\T —t
Al
(r+c)+ka3(rj—z)—ﬂ,B(Tj—t)= a;((TTI]__;))

Al hallar A(T i~ t) y B(Tj - t) por métodos estdndar se tiene la solucidn a la ecua-
cién diferencial parcial.
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