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Introduccion

Desde el trabajo seminal de L. Bachelier (1900), en el cual se incorpora el mo-
vimiento Browaniano como representacién de las variaciones aleatorias de los
precios especulativos de los activos, la presencia de este proceso en los modelos
financieros ha sido casi obligatoria. Adicionalmente, la caracteristica de no nega-
tividad de los precios ha hecho del movimiento Browniano geométrico el modelo
primario para la descripcion del precio de activos riesgosos (ver como referencia
de esta teoria el libro de Trujillo, 2015). Pero, como es bien conocido, esta con-
sideracion implica que los retornos logaritmicos sobre intervalos fijos de tiempo
son variables aleatorias gaussianas independientes, idénticamente distribuidas.
Trabajos como los de Fama (1965), Granger y Morgenstern (1963), entre otros,
presentan evidencia empirica de la aleatoriedad de los retornos, pero la caracteris-
tica Gaussiana ha sido ampliamente criticada por autores como Mandelbrot (1997)
o Fama (1965), entre muchos otros, que observan caracteristicas de leptocurtosis
y colas anchas en la distribucion de los retornos logaritmicos.

Autores como Mandelbrot (1997), Madan y Seneta (1990), Kon (1984), Kou
(2002), por mencionar algunos, proponen modelos alternativos que buscan capturar
de una mejor manera las caracteristicas observadas en los precios, pero muchos de
estos modelos plantean retos diferentes en términos de calibracién, como se
muestra en Trujillo (2011), o en la interpretacion y estimacion de sus pardmetros,
como se observa en Ardila, Luengas y Trujillo (2010). Adicional a lo anterior,
al considerar el comportamiento de los precios de los activos negociados, en lo
que se denomina como “alta frecuencia”, los modelos basados en el movimiento
Browniano o sus extensiones no parecen capturar de forma correcta lo observado.

Entendiendo que la dindmica de los mercados a las velocidades que demandan
las negociaciones de alta frecuencia (HFT) es esencialmente diferente a lo que se
puede observar a velocidades “estdndar” (al momento de escribir este documento
ya se considera la transmision de las 6rdenes de negociacion mediante ondas, lo
cual permite considerar mds de 10000 6rdenes por segundo), es natural preguntar-
se si es posible establecer algtin tipo de modelo para describir el comportamiento
de los precios en este contexto. El objetivo de este documento es considerar el
modelo propuesto por T. W. Epps en 1996, en el cual se describen los precios de
los activos mediante un proceso de salto puro que resulta de adaptar un proceso
de ramificacién, como una alternativa razonable para describir el comportamiento
observado por los precios en alta frecuencia.
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El modelo esta basado en considerar que los precios se pueden descomponer en
particulas de precio, cada una de las cuales puede generar una descendencia alea-
toria de nuevas particulas, de tal forma que el agregado de estas nuevas particulas
determina el nuevo precio observado. Los momentos en los cuales se producen las
nuevas generaciones de particulas descendientes estan determinados por fuerzas
de mercado, y son descritos mediante un proceso Poisson de intensidad constante
(1a cual puede ser ajustada para describir la velocidad de negociacion).

El niimero de particulas asociadas a un precio se calcula estableciendo una
unidad de variaciéon minima en el mercado (valor monetario de cada particula),
y se considera que la posible descendencia de estas particulas es descrita por una
funcién de distribucién particular.

En las siguientes secciones se presentan los resultados esenciales para enten-
der el modelo propuesto, asi: en la seccién 1 se muestran algunas definiciones
basicas sobre procesos de ramificacion, y la extension de este tipo de procesos al
caso aleatoriamente indexado. En la seccion 2 se presenta el modelo de precios
junto con la construccion de las expresiones para el cdlculo de sus momentos. En
la seccidn 3 se considera el caso en el cual la descendencia sigue una distribucion
geométrica de dos pardmetros. En la seccidn 4 se presentan algunas simulaciones
de los precios bajo las condiciones expuestas en las secciones anteriores, y en la
seccidn 5, las conclusiones y algunas de las futuras extensiones del trabajo.

1. Elementos basicos sobre procesos de ramificacion

En 1996, T. W. Epps propone un modelo para describir el precio de activos riesgo-
sos a partir de una extension de un proceso de ramificacién de Galton-Watson, en
la cual el nimero de nuevas generaciones en el intervalo [O,Z ] estd determinado

por un proceso Poisson N,,de intensidad A constante. En esta seccion se describe
este modelo, y se introducen inicialmente algunas definiciones bésicas relaciona-
das con los procesos de ramificacion.

Un proceso de ramificacion de Galton-Watson {Zn } , permite modelar el

n=0,1,2,..
tamaiio de una poblacion en instantes de tiempo fijos n =0,1,2..., de forma que,
Z, denota el tamafio de la poblacion en el instante n, considerando que Z; 2 1.
Se denota por X,; alas variables aleatorias que describen el nimero de des-
cendientes del individuo j de la poblacion en el instante n. Estas variables toman
valores en los enteros positivos (k =0,1,2,...), con distribucién denotada por
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p, =P [X = k] , ¥ se asumen independientes e idénticamente distribuidas a una

variable X de media u y varianza 6°. Se considera que los individuos nacidos en
el instante n viven hasta el instante z + 1, momento en el cual tienen descendencia
y mueren.

En este contexto, un proceso de ramificacion de Galton-Watson se define como
la sucesion de variables aleatorias {ZO, Z,Z,, } = {Zn} ,donde:
N

n e

Z,=¥X (1)

cuando Z,_, >0,y Z =0 siel valorde Z, es 0.La ecuacién (1) indica que el
tamafio de la poblacién en el instante n es la suma de la descendencia del total
de los individuos presentes en el instante anterior Z,_; . Este tipo de procesos se
pueden caracterizar por medio de su funcién generadora de probabilidad, como
se muestra a continuacion.

1.1. Funcién generadora de probabilidad de Z_

Para una variable aleatoria discreta X con valores {O, 1, 2,..} , su funcién generadora
(o generatriz) de probabilidad se define como:

GX(C):E[ng:i{,”“P[X:x]; <1 )

de donde: G, (0)=P[ X =0]y G, (1)= iP[X =x]=1.
x=0
Algunas propiedades de esta funcion son:

k
1. 4

d—échX(C) |§=0:k!p[X:k]para k=0,1,2,...

2. Si E[X"J existe, entonces j—CkGX({) |(;:1= E[x(x—l)(x—2)...(x—k+l)}

para k =1, 2,.... Se tiene entonces que para una variable aleatoria X:
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HX)= L6, () ®

V[X]—j—; Gy (&)l + ddg G (¢) [jg X(§)|¢1j2 ©

3. SiXy Ysonvariables aleatorias independientes,entonces G, , (§ ) =G, (§ ) G, (C ),
y,de forma general, si Z = ZX .»donde las X  son variables aleatorias indepen-

i=1

dientes, entonces G, ({,’) =G, (Zj) G, (é’) -G, (C) Siademds, las variables X,

2

son idénticamente distribuidas, con funcién generadora de probabilidad G, ({ ),
entonces, G, (C) = (GX (C))n

Al considerar variables aleatorias independientes X, X, ,..., X, ,donde Nes
una variable aleatoria independiente de las X, 1a funcién generadora de proba-

bilidad de S, =) X, es:

G, (¢)=3¢P[s, =x]

Condicionando sobre los valores de la variable N:

P[s, =x]=§p[sN — x| N=n]P[N =]

Gy, (C)=§P[N=n]§P[ =x|N=n]¢
6., (¢)= 3PN =n)0.() =6 (6, ¢) ®
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Zu 1

En el caso de un proceso de ramificacion se tiene que Z = EX , luego su
., eqe , n n
funcién generadora de probabilidad estd dada por: =

G, (¢)-£]¢"]-6, (6.(2) ©

Denotando por 8 =G, (C ) , se tiene que G, (C ) =G, ( B ) ,y al seguir la recur-
sién que plantea la ecuacién (6) se llegaa: "

G, (€)=6, (6,(2))
G, (B) =G, (G:(B))=G, (G.(G\(t)))

G, (¢)=6, (GX(GX(GX(...GX(C))))) (7

Como Z, sigue la distribucién de la variable X, si se parte de Z, =1, entonces:

G, (¢)- GX(GX(GX(GX(...GX(C))))) -6l(e) )

que es la composicién de la funcién generadora de X con ella misma, n veces. Con
este resultado sobre la funcién generadora de probabilidad del proceso de rami-
ficacion es posible determinar expresiones para su valor esperado y su varianza.

1.2. Valor esperado y varianza de Z_

Por las propiedades de la funcion generadora de probabilidad se tiene que:

4
dg
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pero,

d

G, ()= 4£19..(G(=G,_(G:(1)6,(1)= G, (1)u

dg
luego,
5[2]=6,, (Ju=G, ()
Continuando con este proceso recursivo se llega a que:
E|Z,]=u"
Es importante notar que si » —> %, entonces:

o siu>1
E[Z,]=w' —1{ 1siu=1
Osiu<l

€))

que es un primer indicador de lo que puede suceder con la poblacion en el largo

plazo. Para calcular la varianza se considera que:

456, (8)-0, (6, (e)(a.(0)) +6, (e, (e)ei(e)

y como:

4 d d ’
V[Zn] - d_CzGZ,, (;‘) - +d_é-GZ,, (@‘) - _(d_é‘ Gzn (C) |z=1)

yE|Z,]= diCGzn (£)l..,=u", entonces:
d’ 2
V[Zn] = e’ Gz” (C) |§=1 +u” _(Mn)
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de donde,
vz, ]-u +u = d; G, (€)l.., (12)
y de forma andloga,
(2.0 e -4, ()L 13
Como G (1) =07 - u+p’, se llega a que:
v[z]-w+w =(v][z,.])-u w2 ) (07 - pe i)
lo que Ileva a la expresion
viz,|=v|z,. |u +o*u" (14)
Dado que V'[Z,]=V[X]=0" se tiene que:
- o’nsiu=1
v|z,]- M"’IOZ;M" 1 g (%) o (15)

De acuerdo con el valor del término u se tiene la siguiente clasificacion de los
procesos de Galton-Watson:

u <1 proceso subcritico
w =1 proceso critico (16)

u>1 proceso supercritico

2. Modelo para el precio de activos basado
en procesos de ramificacién

En este modelo se considera que los precios de los activos riesgosos pueden ser
descritos como procesos estocasticos con espacio de estados discreto y espacio de
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parametros continuo, es decir, el precio en un instante de tiempo fijo es visto como
una variable aleatoria discreta cuyos posibles valores son multiplos enteros de una
unidad de variaciéon minima (minimo tick) . La idea es considerar que el precio
en algun instante ¢ S (t) ,es igual a la agregacion de un conjunto de particulas de
precio X, , »que toman valores en los enteros positivos (kK =0,1,2,...), con distri-
bucién denotada por p, = P [X g = k ] ycon X =0 paratodo n, multiplicadas por
la minima variacion posible del precio en el mercado en el cual se esté negociando.
Por ejemplo, si en el instante ¢ se tiene que S (t) = 2,5,y se asume que la minima
unidad de variacién es a = 0,1, entonces el precio puede ser interpretado como la
suma de 25 particulas de precio.

Ahora, los cambios en el precio ocurren en instantes aleatorios sobre el in-

tervalo [O,t], descritos por un proceso de valor discreto y pardmetro continuo

{N t} . Este proceso determina los momentos en los cuales desaparecen las par-
=

ticulas de precio, lo que crea una nueva generacion de particulas, producto de

algin choque informacional o fuerzas de mercado.

Este tipo de aproximacion para el precio de activos es razonable en lo que se
puede denominar microescala o alta frecuencia, en donde los precios se mantienen
a un determinado nivel por un periodo muy corto de tiempo, para luego cambiar
como producto de las fuerzas del mercado.

El modelo de precio se define a partir de un proceso de ramificacion estdndar
VA

n-1

de Galton-Watson Z = EX " junto con un proceso no decreciente de valor entero

J=0
{N t}t ,» con N, =0 de incrementos estacionarios e independientes. El proceso
{N t}t , s¢ considera independiente de las variables X,,. Tomando § (0) =Z,=21,

se define

(S0} ={84),= 2% an

que es un proceso de valores enteros que evoluciona en tiempo continuo. Esta es
una clase de proceso de ramificacion aleatoriamente indexado como la introdu-

cida por Smith y Wilkinson (1969). Como se indico, {Nz},>0 €S un proceso que
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cuenta los eventos de informacién (choques) hasta el instante 7, luego el modelo

propuesto para S(#) es claramente un proceso de salto puro, dado que S(#) no cambia
entre los choques de informacién,y § (t) -S (t —) es siempre un multiplo entero
del minimo fick.

El modelo también implica la existencia de una probabilidad positiva de extin-
cion, es decir, una probabilidad positiva del evento S (t) =0,queocurresi X, ;= 0,
paran=N, +1 ycadaj € {1,2,3,. N } Este evento se puede interpretar como
una situacién de bancarrota.

2.1. Funcidén generadora de probabilidad
y momentos de los precios

Como las variables aleatorias X, , son independientes e idénticamente distribui-
das a una variable X con funcién generadora de probabilidad G, (C ), la funcion
generadora de probabilidad del precio del activo después de n choques informa-
cionales S, ,dado S, ,es:

n-1°

Sp-1
X

G, (cls,.)=E[e"Is,, |- £[e7 s, | =[G, (¢)] (18)

De lo anterior se sigue que la funcién generadorade S, dado S, _,,es:

G, (815,,)=[G. (G, ()] (19)
y en general,

G, (as,)-[6¥(e)] 20

Dado un valor inicial S(O) = S§,, la funcién generadora de probabilidad de
{S(t)}tao = {SN, }[ZO estd dada por:

X'E'
—_
e
~—~
—

Gy (E1S,)= £ {[G P[N, =] 1)
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A partir de esta expresion se pueden establecer los momentos de S (t) Como se
explicé en secciones anteriores, se tiene que (GE:] (1)) = [G " '(1)]n =u", donde

u= E[X], luego el valor esperado de S (t) es:
E[s(t)]-5(0) E[" ]-5(0)G, (») 22)
y la varianza del precio es:
v[s(t)]=s(0)o’E[N,] (23)

cuando u=1,y

/(SO =[G (1)~ (]SO + 2551 ()G ()] (0) - o
cuando u =1.

De las expresiones anteriores se tiene que el valor esperado y la varianza de la
rentabilidad bruta del activo son:

E % =G, (1) (25)
v % =K, +1,5(0)" (26)

dondex, =0yn >0 sonfunciones deu,o0y de los parametros del proceso {N t}

1=

La expresion (26) muestra que hay una relacion inversa entre la varianza condi-
cional del retorno y el nivel inicial del precio del activo, que es un resultado fre-
cuentemente observado en los mercados.

3. Precio de activos bajo descendencia geométrica

De lo expuesto en las secciones anteriores se encuentra que la caracterizacion
completa del precio del activo depende de:

Revista obeoN, I1ssN: 1794-1113, e-issN: 2346-2140, N° 14, enero-junio de 2018, pp. 163-181



ODEON n.° 14

‘175

1. El proceso N, que denota el nimero de choques informacionales en [0, 7].
2. Ladistribucion de probabilidad asociada a las variables que describen la des-
cendencia de las particulas de precio.

Un supuesto razonable, desde la perspectiva de la aplicabilidad del modelo, es

considerar que N es un proceso Poisson con intensidad A constante. Bajo este su-
puesto, la funcién generadora de probabilidad de S(z) es:

Ggfes)- e[ -3 (i) e

n=0 n!
Yy como
Y k
GN, (é‘) = E|:§Nx] — e_)uE (C]A:;) _ elt(é—l) (28)
k=0 :
entonces,
E[5(1)]=5(0)G,, (1) = 5(0)" 09)
v[s(t)]=5(0)o*2 (30)
cuando u=1,y
/[st))- [eh(ﬂtl) i eut(ﬂ_l)}s (0)°+ M(Z— ) [e“(’“—l) _ ew—l)}S(O) 31)

cuando u = 1.

La seleccidén de la distribucion de la descendencia estard claramente determi-
nada por las caracteristicas observadas en el precio del activo que se va a descri-
bir, pero es razonable considerar distribuciones cuya masa de probabilidad esté
altamente concentrada cerca de la unidad, dado que no se espera que se presenten
grandes cambios en los precios en periodos de tiempo muy cortos. Adicional-
mente, dadas las caracteristicas de las expresiones presentadas para describir el
precio, es conveniente considerar distribuciones para las cuales se puedan encon-
trar expresiones simples para la composicion n veces de su funcién generadora
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de probabilidad. A continuacion se considera el caso en el cual la descendencia
sigue una distribucién geométrica de dos pardmetros y N, es un proceso Poisson
con intensidad A constante.

3.1. Descendencia geométrica

En este caso se asume que las variables aleatorias que determinan la descendencia
de las particulas de precio X, son independientes e idénticamente distribuidas a una
variable X que sigue una distribucion geométrica de dos parametros, de forma que:

py=P|X=0]=1-a (32)

k—

p,=P[X =k]=ab(1-b) "1k=1,2,3,...

con0<a<1y0<b<l1.Lafuncién generadora de probabilidad de esta distribu-
cion es:

bg
GX(C)=1—a+1_(ci_b)C,é’E[O,l] (33)
De esta expresion se tiene que:
M=E[X]=G'X(l)=% (34)
y
o[-0, )6, )-(a, 0 -5 =)o
Denotando por v = G;( (1) = 2ﬂ u, la funcién generadora de probabilidad se
puede escribir como:
GX(C)=1—M,CE[O,1] (36)
1+ -(1-¢)
2u
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A partir de la expresion (36) se puede verificar que la composicion de esta funcién
generadora de probabilidad con ella misma, n-veces es:

fe)-1-—2 )
S
de donde S
k-1
%gl(g)_ i) B (38)
1+V(1_‘u)(1_§)
2u(1-u)

Utilizando la expresion (38) y las propiedades de la funcién generadora de mo-

mentos se tiene que:

1k-1
) v(l—u”)
Pl =k]=id_k(;["](o)=“ ufi-n) k=1,2,3 (39)
ktdgh V(I_MH)"‘“’ T
1+
ZM(I—,u)_
luego,
. v(l—u”)-k_1
s ZM(I—M) w’
Plx=0j-1-% AV ) (40)
= 1+V(1—M ) 1+ “
2;1(1—‘11)_ 2”(1_‘”)
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Bajo esta distribucion de la descendencia, la funcién generadora de probabilidad
del precio estd dada por:

© -t A n n(1_
Gy (815,)=| 3~ ,(ﬂt) 1= vul(—!in;) @
m et (1-8)

Es importante anotar que bajo esta distribucion de la descendencia el proceso

—at(u-1 . . .
S (t) e es martingala para todo ¢ = 0, 1o que permite establecer las condiciones
necesarias para garantizar la ausencia de oportunidades de arbitraje en un mercado
donde los precios de los activos siguen este comportamiento.

4. Simulacion de precio bajo el esquema propuesto

La figura 1 muestra una posible trayectoria del precio del activo bajo el esquema
propuesto. Se tomaron paraeste caso: S, = 200, 7' =360 segundos, A =1,5, a=0,98
y b=0,98.

Figura 1: Simulacién de una trayectoria del precio bajo el modelo
de ramificacion propuesto

a3 T T T T T T T

\1“
,; !|M

J !‘

|

"ﬁ i

ik ~ \ﬁ h il " ""- |

vl I 1 1 1 1 1 I

H ” '\1' |

Fuente: elaboracién propia.
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Como se muestra en la figura 1, la trayectoria descrita difiere de las comun-
mente observadas para describir el precio a velocidades normales, pero se aseme-
ja a lo observado en alta frecuencia. El pardmetro A permite controlar el nimero
de nuevas generaciones observadas, lo que puede interpretarse como el nimero de
ofertas lanzadas al mercado en un periodo de tiempo muy corto. Por ejemplo, la
figura 2 muestra dos posibles trayectorias del precio del activo, bajo la misma
distribucién geométrica de la descendencia, pero con intensidades distintas (iz-
quierda A = 1,5, derecha A = 3).

Figura 2: Simulacién de trayectorias del precio bajo el modelo de ramificacion
con dos valores diferentes de la intensidad

20

167

50 0 150 00 250 300 350 400
Tempo an sagundos

Fuente: elaboracion propia.

5. Conclusiones y extensiones

El modelo presentado en este documento se puede considerar como una primera
aproximacion a la descripcidn estocdstica del comportamiento de los precios en
alta frecuencia, con la flexibilidad suficiente, via la seleccidén de distribucion de
la descendencia y la intensidad del procesos Poisson, para funcionar bien en un
primer ejercicio de modelacion. Surge como reto para futuros procesos, por men-
cionar algunos, el desarrollo de expresiones explicitadas para los momentos del
modelo de precio bajo distribuciones diversas de la descendencia, la consideracion
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formal de las condiciones necesarias para garantizar el no arbitraje en el mercado
bajo este esquema, la construccion de estimadores del modelos bajo diferentes
esquemas de la descendencia y de la intensidad, la construccién de expresiones
para la valoracién de derivados financieros sobre activos que siguen este compor-
tamiento, entre muchos otros.

Lo anterior reafirma la intensién de este documento de servir para presentar
al lector interesado los elementos bésicos para la construccion de un modelo de
precios de activos basado en procesos de ramificacion aleatoriamente indexados,
y despertar su interés por extender esta teoria en las mas diversas direcciones.
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