Dinamica de portafolios y
control 6ptimo estocastico

Portfolio dynamics and stochastic
optimal control

John F. Moreno T.”

*  Magister en Matematica Aplicada. Universidad Externado de Colombia. Bogotd, Colombia.
[jhon.moreno@uexternado.edu.co] [ORCID:0000-0002-2772-6931].
Articulo recibido el 15 de octubre de 2019.
Aceptado el 13 de noviembre de 2019.
Para citar este articulo:
Moreno Trujillo, J. F. (2019). Dindmica de portafolios y control 6ptimo estocdstico. ODEON,
17, pp. 89-106.
DOI: https://doi.org/10.18601/17941113.n17.04



90

Resumen
Se presenta una introduccion a la teoria de control optimo estocdstico y sus
aplicaciones en el marco del problema de seleccion éptima de portafolios.
Palabras clave: optimizacion de portafolios; control 6ptimo estocdstico;
ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.
Clasificacion JEL: C02, C22, C61.

Abstract
An introduction to the stochastic optimal control theory and its applications
is presented within the framework of the optimal portfolio selection problem.
Key words: portfolio optimization; stochastic optimal control; Hamilton-
Jacobi-Bellman equation.
JEL classification: C02, C22, C61.
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Introduccion

En este documento se presenta un modelo para describir la dindmica de un portafo-
lio autofinanciado conformado por diversos activos en tiempo continuo, junto con una
introduccién a la aplicacién de la teoria de control 6ptimo estocdstico para tratar el
problema de su conformacion.

Partimos de considerar un mercado financiero conformado por mdltiples activos
(riesgosos y no riesgosos). El intervalo de tiempo en consideracion es [0, 7], aunque la
teoria se puede extender a [0, 00). Este intervalo serd dividido en periodos de longitud
Aty se asumira que las negociaciones solo pueden tener lugar en los puntos del tiempo
de la forma nAt, conn = 0, 1,2, ... Se denomina como periodo t al intervalo [t, t+ At)
donde ¢t = nAt para algin n, mientras que al momento de tiempo ¢ lo denominamos
instante t.

Se denotara como:
= /N : ndmero total de activos en el mercado.

» ! :ndmero de unidades del activo i que se poseen en el periodo .

hy = (hi, h?,... hY) : es el portafolio que se posee en el periodo ¢.

¢; : es el monto de dinero destinado para consumir en el periodo .

Si : es el precio de una unidad del activo i durante el periodo ¢.

= V; :es el valor del portafolio h en el periodo t.

Con la notacién anterior se tiene que:

» En el instante ¢, es decir, al inicio del periodo ¢, el agente trae consigo un portafo-
lio viejo, hy_ s, del periodo anterior t — At. En £ = 0 se asume que todos los
agentes estdn dotados de un portafolio inicial.

» En el instante ¢ es posible observar el vector de precios S; = (S}, SZ,...,SN)
por parte de todos los agentes.

» En el instante ¢, después de haber observado S, se selecciona un portafolio
nuevo h; que se mantendra durante el periodo ¢. En este mismo instante se define
una tasa de consumo c; para el periodo ¢, y se asume que estas dos cantidades se
mantienen constantes durante el periodo ¢.

ODEON, ISSN: 1794-1113, E-ISSN: 2346-2140, N° 17, julio-diciembre de 2019, pp. 89-106



92

Solo seran considerados portafolios y consumos autofinanciados, es decir, portafo-
lios que no tienen entradas o salidas exdgenas de capital distintas a las destinadas para
consumo (el término ¢). Esto implica que los portafolios nuevos deben permitir el con-
sumo, pero deben ser financiados solamente mediante cambios en las posiciones en los
activos disponibles.

Para concretar la condicion de autofinancimiento consideramos V;, que denota la
riqueza del agente al inicio del periodo ¢, y que estd determinada por el valor en este
instante del portafolio viejo del periodo t — At, es decir:

N
Vi= hi nSi=hia-Si (1)
=1

lo que implica que el valor de la riqueza del agente en el instante ¢ es el resultado de
vender su portafolio viejo a los precios observados en este instante.

En este mismo momento se procede a:
1. Reinvertir en un nuevo portafolio 5.

2. Seleccionar y consumir a un tasa ¢; durante el periodo ¢.

El costo de este nuevo portafolio h, estd determinado por

N . .
> hiSi=h- S, 2)
i=1

mientras que el costo de consumir a un tasa ¢; es ¢;At. De esta forma, la condicion de
autofinanciamiento es:
ht—At . St = ht . St + CtAt (3)

Denotando como AX,; = X; — X;_ a4, para cualquier proceso X, se tiene que:

hi—ag - Sy = hy - Sy + ¢; At
hi < Sy — hi_ag - Sy + At =0
(he — hi—at) - S + At =0
Ahy - S+ At =0
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A fin de tener diferenciales en el sentido de It6 (adelantadas), sumamos y restamos
el término S;_a; - Ah, en el lado izquierdo de la dltima ecuacion considerada, con lo
cual:

Aht . St - Stht . Aht + Stht . Aht + CtAt =0
Aht . (St - St—At) -+ St—At . Aht + CtAt =0
Aht . ASt -+ Stht . Aht -+ CtAt =0

y considerando que At — 0 se tiene que:

dhtdSt + Stdht + Ctdt =0 (4)

Si se considera también que At — 0 en la ecuacion (1) se tiene que:

V;:ht-St (5)

y tomando el diferencial de Itd,

d‘/t - htdSt + dhtSt + dhtdSt (6)

expresion que describe la dindmica del portafolio. De la ecuacion (4) se tiene que:

dhtdSt = —Stdht - Ctdt

y al reemplazar en (6) se tiene que:

Cﬂ/;g = htdSt - Ctdt (7)

ecuacion que describe la dindmica del portafolio autofinanciado, y muestra que los
cambios en su valor (dV;) estan determinados por los cambios en los precios de los
activos que lo conforman (d.S;) y el gasto en consumo (c¢;dt).

1. Portafolios autofinanciados

A partir de las definiciones presentadas es posible concretar los siguientes concep-
tos:
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Una estrategia de negociacion o portafolio es cualquier proceso {h;;t > 0},
N-dimensional y adaptado a la filtracién F.

El portafolio h se dice markoviano si es de la forma:

ht — h(t, St)
es decir, depende solo del dltimo precio observado.

El proceso (V') de valor del portafolio h estd determinado por:

N
V;hZZhiSZ:htSt

i=1

El proceso de consumo {c; ;t > 0} es un proceso estocastico unidimensional
adaptado a la filtracién F.

El par portafolio-consumo (4, ¢) se dice autofinanciado si se cumple

N
dV" =Y " hdS; — cidt = hdS, — c,dt (8)

i=1

Para un portafolio h, el correspondiente portafolio relativo u esta conformado

por:

_ hisSi

~ Tk
Vi

i
Uy

i=1,2,...,N 9)

que es la proporcién del capital total invertido en el activo ¢ en el instante ¢.
Desde luego >, u; = 1y la condicién de autofinanciamiento en términos rela-
tivos para el par (h, ¢) es:

N .

. dS?

V=V
i=1 t

— Ctdt (10)
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1.1. Dividendos

Se define un proceso {Dy;t > 0}, N-dimensional, donde Dz corresponde al valor
del dividendo acumulado pagado al poseedor de una unidad del activo ¢ durante el
intervalo (0, ¢]. Se asume que:

dDi = §idt (11)

para algun proceso delta;. En este caso, se asume que el activo ¢ paga dividendos
continuamente a una tasa 9.

Al considerar dividendos en el analisis de la dindmica del portafolio se tiene que:
= El valor de la riqueza del agente en el instante ¢ estd determinado por:

e El valor del portafolio viejo h; _a¢ - Sy

e Los dividendos ganados en el intervalo (¢ — At, t],

N
i i i _
> b aDi— Di_ ] = he-ae - AD,
i=1
» [a condicién de autofinanciamiento es:

hthtSt + hthtADt = htSt + CtAt

y al aplicar los mismos argumentos utilizados en el caso sin dividendos se tiene
que, cuando A; — 0:

N
AV =Y =1¥ndS; =Y " hydD; — cidt

% i=1

= Al definir el proceso G; = S; + Dy, la condicién de autofinanciamiento en
términos de portafolio relativo es:

N d i
d‘/;h = ‘/;h Z U;Tf - Ctdt
i=1 t
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2. Seleccion de portafolios y control 6ptimo

Para lo que sigue se considera una economia en el intervalo [0, 7], de forma que en
t = 0 cada agente estd dotado de una riqueza inicial xy y su problema es: seleccionar
la mejor estrategia (h, ¢) de inversion y consumo sobre [0, T).

Como oportunidades de inversion se tiene:
= Un activo libre de riesgo con valor en ¢ denotado por B; y que satisface la

ecuacion diferencial ordinaria dB; = r¢B,dt, donde 7; es una tasa de interés
sin riesgo constante y conocida.

= Un activo riesgoso con valor en t denotado por S; y que satisface la ecuacion
diferencial estocastica dS; = p.S;dt + 0S;dW;, donde v y o son constates y W;
es un movimiento Browniano estandar.

Para realizar la inversion, el agente conforma un portafolio tomando posicién en
los dos activos anteriores, de forma que su portafolio relativo es:

» u?: en activo libre de riesgo.

=y en activo riesgoso.

m ¢;: tasa de consumo.

Dado que las estrategias consideradas por el agente deben ser autofinanciadas, su
riqueza en el instante ¢, denotada por X;, satisface:

dB ds
dx, = X, [u?B; + u,}stt] — ¢t (12)
o de forma equivalente:
dX; = Xi[udrs + ujp)dt — cidt + upo X, dW, (13)

El objetivo del agente es maximizar:

T
E [/ F(t,c})dt + ®(X7) (14)
0
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donde F(t, ¢;) denota la utilidad por consumos entre 0y 7'y ®(Xr) denota la utilidad
de llegar al instante 7" con riqueza. De esta forma, el problema del agente es:

ulul,c

T

max : E {/ F(t,c)dt + O(Xr) (15)
0

sujeto a:

dX; = Xi[udr; + ujpldt — cidt + upo X, dW,
Xo = o

16
u +u; =1 paratodot (16)

¢t > 0 paratodot

En el planteamiento del problema se pueden identificar:

= El proceso X;, denominado proceso de estado.

= Los procesos u}, u;, ¢;, denominados procesos de control, que deben tomar valo-
res dentro de un conjunto admisible /. En general se denotard como u =
0,1
(ut y Ugs Ct) cu.

= La funcion:

J(t,x,u)=F [/tT F(s, Xs,u)ds + ®(X7)

denominada funcion de valor, y que hace las veces de funcidén objetivo en el
problema de optimizacion del agente. Esta funcidon depende del tiempo ¢, del
valor tomado por el proceso de control z, y del valor tomado por los procesos de
control u en el conjunto admisible U/.

» Se define la funcion de valor optimo,
V(t,z) =sup J(t, 2, u)
ueU

Al aplicar el principio de programacién dindmica, lo que se busca es derivar una
ecuacion diferencial parcial (EDP) para V (¢, ) que permita determinar dicha
funcién. Esta EDP se conoce como ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.
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Se debe anotar que si $(X7) = 0y F' es una funcién no acotada en c, el problema
se degenera y no tiene solucién. Para evitar esto consideramos para los procesos de
control (u) un dominio D definido como:

D =10,T] x {z|x > 0}

y se define 7 = min{inf{t > 0|X; = 0}, T'}; el problema se plantea como:

/0 P, ct)dt]

2.1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

max F
ueD

Para la deduccién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HIB) se asume que:

= Existe un control éptimo u € U.

» La funcién de valor 6ptimo V (¢, z) € CY2(R).

Procedemos entonces a:

1. Fijar un par (¢t,x) € [0,7] x R, y un incremento de tiempo dt fijo, tal que
t+dt <T.

2. Se define un control aleatorio ©* como:

(s,y) € [t,t+dt] x R™ arbitrario
€ (t+dt,T] x R* 6ptimo

S
*

I
—
= £
—
)
N

0 t t+dt T
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3. Se consideran dos estrategias posibles sobre el intervalo (¢, 7]

= Estrategia 1: utilizar el control éptimo .

» Estrategia 2: utilizar el control u*.

Las utilidades esperadas bajo cada estrategia son:

= Estrategia 1:

Ei [Tt x,a)] =V(t x)
= Estrategia 2: para el intervalo [t, t + dt]

t+dt
E;, {/ F(z, X! u)ds
t

y para el intervalo (¢ + dt, T

Et,;l? [V(t + dt) Xtert)]

dado que en este intervalo se esta siguiendo el control 6ptimo. En total para
esta estrategia:

t4-dt
Et@ |:/ F(.CE, X;L, ’LL)dS 4+ V(t + dt, Xt+dt):|
t

4. Comparamos las utilidades esperadas de las dos estrategias:

t+dt
V(t,z) 2 Epx [/ F(z, X u)ds + V(t +dt, Xt+dt):| (17)
t

5. Aplicando la férmula de 1t6 sobre V(¢ + dt, X;14;) se tiene!:

Dada una ecuacién diferencial estocastica de la forma:

dXt = ,U,(t, Xt)dt + U(t, Xt)de

el operador infinitesimal, operador diferencial, operador de Dynkin, operador de It6 u operador
atrasado de Kolmogorov de X, para una funcién h(t, z) € C12(R), se define como:

oh 1 02h
Ah(t,x) = p(t, 1)% + 502(t,m)@
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ov ov
dV(t + dt, Xt+dt) = (87& + AV(t + dt, Xt+dt)> dt + UaTth (18)
t

que en notacion integral, considerando el diferencial entre ¢ y t + dt es:

V(t + dt, Xt+dt) == V(t,ﬂf)

t+dt 14 t+dt o
+/t <8t+AV(s,XS)> ds+/t 7o Vs (19

y tomando el valor esperado en (19) con ¢ y z fijos, se tiene:

Etyx[V(t + dt, Xtert)] = V(t, ac)

t+dt 1% t4-dt 1%
o {/t ((% + AV(s,XS)) ds} + B, {/t aaXdes} (20)

donde el valor esperado del dltimo término es igual a 0 ya que este es una integral
estocéstica.

De la ecuacién (20) se concluye que:

ov

t+dt
V(t, .’17) = Etx |:V(t + dt,Xtert) - / <82‘,‘ + AV(S,X9>> dS:| (21)
t

Al reemplazar (20) en (17) se tiene:

trdt /o1
E; . {V(t +dt, Xovar) — / <€9t + AV(S,XS)> ds] >
¢

t4-dt
Ei, [ / F(z, X" u)ds + V(t + dt, XM)} (22)
t
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de donde,
t+dt 1%
E . [/ Fz, XY u)+ e + AV (s, X5) | ds <0 (23)
t
Considerando que dt — 0 tenemos que:
ov
F(t,x,u) + e + AV (t,z) <0 (24)
La igualdad en esta expresion solo se tiene si el control « es el ptimo i, en-
tonces:
ov
B +sup{F(t,z,u) + AV (t,z)} =0 (25)

con V (T, z) = ®(x), esta es la ecuacién diferencial parcial de HIB.

Considerando de nuevo el problema del agente se tiene que u) + u; = 1; luego, si
se establece que u' = w, entonces 1 —w = u°, con lo cual la evolucién del proceso de
riqueza del agente puede describirse como:

dXt = 'LUt[,U — Tf]Xtdt + [Tth — Ct]dt + 'LUtO'Xtth

y la correspondiente ecuacién de HIB es:

%/ + SUD >0 wer {F(t, c) +wz(p — rf)aa—‘; + (ryx — 0)% + %x%@a@%} =0

V(T,z) =®(T, z)
V(t,0)=0
(26)
En general, la mayor dificultad al enfrentar problemas de control 6ptimo estd en la
resolucion de la ecuacion de HIB; muestra de esto es el limitado nimero de problemas
de este tipo que tiene una solucién analitica. Una manera de tratar este problema es
proponiendo una forma para la posible funcion solucién de la ecuacion, basada en la
forma de las funciones de utilidad.

A pesar de lo anterior, es posible establecer una serie de pasos que facilitan la
aproximacion a la solucién de la ecuacién.
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1. Se establece la ecuacién de HIB para V.

2. Considerando un par (t,z) € [0,7] x R fijos, se resuelve el problema de opti-
mizacion estético:

max [F'(t,z,u) + AV (t, )]

uel

3. Lasolucién 6ptima @ encontrada depende de ¢, z, de la funcién V' y sus derivadas
parciales:

i = u(t,z; V)

4. Con la funcioén @ = 4(t, x; V') como candidata para control éptimo, pero parcial-
mente definida porque no se conoce la funcidn V/, se sustituye « en la EDP para
obtener:

%Z + Ptz a)+ AV (tx) =0

Consideremos un agente con una funcion de utilidad por consumos dada por:

1
F(t,c) = —e P
Y

y una funcién de utilidad asociada a la riqueza dada por:

1
d(x) = —27
(z) S

para § > 0y~ € (0,1). Entonces, el problema del agente puede plantearse como:

vV 4o 1,-Bt.y _ )\ _ A\ 4 12,2 20°V | _
o 1 SUD >0 wer {ve A twx(p — )5 4 (rpr — o) 55 + srPw?o’ Sz - =0

V(T,x) = La”
Y
V(t,0)=0
(27)
y el problema de optimizacion estatico es:
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1 1 ?
CZ%%leR {Ve_ﬁtc”* + wx(p — Tf)g‘; + (rpx — C)g‘; + 2x2w20221}:} (28)

Las condiciones de primer orden asociadas a este problema son:

1. Derivando respecto a c:

oV v\t
e Pt — S5 =0 = c= (&’tax) (29)
2. Derivando respecto a w:
oV 2 282V (,U—Tf)%l
x(p—ry) 5y T WO 5 w Y i (30)

Se propone, entonces, una forma plausible para la funcién V' (¢, z) a partir de las fun-
ciones de utilidad:

Vita) = f0 =0 ¢ J(T) =1 G31)
de donde:
oV s 1 oV _ o’V _
E:f(t);ﬂ ; %:Jf(t)fb7 ! ; @:f(t)(v—l)x” 2 (32)
luego,
¢= (P () )T = e f(t) T (33)

(n—r)f( (u—rp)
za?f(t)(y =172 o (y = 1)
la ecuacién de HIB queda expresada como:

w =

(34)
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f’(t)ll"y + le—ﬂt {e%f(t)ﬁ‘%]’y n

Y Y
mx(u — ) [0+ [rge = (T OTT) | f
3 (M) fO(y - D=0 (39)

al distribuir exponentes, agrupar y factorizar

ol 1 s g )2
fO a7+ o FO)TTermi A 4y f(t)c(:;w if)l) +
t v _ 2
rpa f(t) — e 1 f(8) 7L + L n=rs)” FO(y—1) =0 (36)

2 ot(y—1)

=0 37

: R (h—rp)*y | L(p—1p)*y
f(t)—i—f(t)V* e (1 7>+f(t) ’)/Tf—i_ 0’2(’}/—fl) 2 0_2(7_]01)

Denotado por:

(=1 1(p—rp)*y e
o*(y=1)  20*(y-1)

C=rf+

se tiene,

FO+fOTD+fHC=0 = [f{)+Cft)=-Dft)71 (39

La ultima de las ecuaciones anteriores corresponde a una ecuacion diferencial or-
dinaria tipo Bernulli, la cual puede resolverse aplicando la transformacion g(t) =

F) T = f(t)ﬁ, de donde:

~

TS T AT WO = 0T = (1)) = Fa) )
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Dado que la ecuacién (38) puede escribirse como:

FOTTf () + CHHTF = =D (39)
utilizando los resultados de la sustitucion se tiene que,
/ , C D
(1=g(t)+Cy(t)=-D = 4@t)+ ﬁg(t) R — (40)

El factor integrante en esta dltima ecuacién diferencial lineal es:

FI=el 155 = (1—~)°
luego,

d

Sl =7)%(0)] = =D -7

Al integrar se tiene que:

D(1 -7 -
Wt + K(1—7)"¢

donde K es una constante de integracion.
Dado que g(t) = f(t)"/(=7), entonces:
D(1— )" o\
)= (-2t K1)
(1=7)¢

y como f(7T) = 1, se tiene que K =
problema.

g(t) = -

1+D(1—7)~!

a5 lo que resuelve completamente el

3. Conclusiones

Este documento es una introduccién a la teoria de control 6ptimo estocéstico y
sus aplicaciones. Busca introducir al lector en los rudimentos bdsicos necesarios para
entender esta teoria en el marco del problema de seleccion 6ptima de portafolios.
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