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Resumen
En este artículo se presenta la deducción de la ecuación diferencial parcial de 
segundo orden asociada al problema de valoración de opciones asiáticas arit-
méticas continuas, junto con la aplicación de la transformada de Fourier sobre 
los términos de la ecuación resultante después de una serie de cambios de va-
riable. Se obtiene una solución analítica para el valor de este tipo de opciones.

Palabras clave: opciones asiáticas; valoración; ecuación diferencial parcial; 
transformada de Fourier.
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Abstract
The second-order partial differential equation associated with the problem of 
pricing continuous arithmetic Asian options is presented, together with the 
application of the Fourier transform on the terms of the resulting equation after 
a series of variable changes. An analytical solution is obtained for the value of 
this type of options.
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Introducción
Los derivados financieros son un tipo particular de activo (contrato) cuyo

valor depende del precio de otro activo denominado subyacente. Los tipos básicos
de derivados financieros son los futuros y forwards, los swaps y las opciones. En
particular, las opciones son contratos que otorgan a su poseedor el derecho, mas
no la obligación, de negociar una determinada cantidad del activo subyacente en
o antes de una fecha futura especı́fica (T ) y por un valor determinado. Dentro
de las denominadas opciones exóticas se encuentran las asiáticas, que son un
tipo de opción cuyo valor al vencimiento depende del promedio del precio del
activo subyacente durante la vida del contrato. Las opciones asiáticas se pueden
clasificar, en función de la forma como se calcula el promedio del precio, en:
opciones aritméticas y opciones geométricas. Las opciones asiáticas de tipo call
dan a su poseedor el derecho a comprar el activo subyacente en una fecha futura
especı́fica y por un valor equivalente al precio promedio del activo subyacente.
De forma análoga, las opciones put dan a su poseedor el derecho a vender el
activo subyacente por un valor equivalente al precio promedio.

En el caso de las opciones asiáticas geométricas existe una solución analı́tica
cerrada al problema de determinar su valor en t ≤ T , como se expone en Barucci,
Polidoro, y Vespri (2001). Sin embargo, el caso de las opciones aritméticas es
más complejo porque el promedio aritmético de variables lognormales no está
lognormalmente distribuido y, en general, no se tiene una forma analı́tica para
su distribución. Varios métodos se han propuesto para aproximar el valor de este
tipo de opciones, por ejemplo,Yor (2001) utiliza la transformada de Laplace en
la variable tiempo de la opción, aunque esta transformación solamente es aplica-
ble en determinados casos. En Rogers y Shi (1995) el problema de valoración se
transforma en la resolución de una ecuación diferencial parcial en dos variables,
con el inconveniente de que no se tiene una solución analı́tica de esta ecuación y
los métodos numéricos aplicables presentan problemas de estabilidad y conver-
gencia. En Zhang (2003) se presenta una teorı́a de muestreo continuo que gene-
ra una ecuación diferencial parcial cuya solución es aproximada por el método
de perturbación. En el trabajo de Vecer (2001) se presenta una aproximación al
problema en la cual considera la opción asiática como análoga a una opción sobre
una cuenta de trading, desarrollando una ecuación diferencial parcial unidimen-
sional para la valoración, pero que es limitada a escenarios muy especı́ficos. En
Dubois y Lelièvre (2004) se deriva un método numérico convergente y eficiente
para resolver la ecuación propuesta en Rogers y Shi.
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En este artı́culo se deriva la ecuación diferencial parcial (EDP) asociada al
problema de la valoración de opciones asiáticas aritméticas continuas, y se pre-
sentan metodologı́as para la solución de esta ecuación mediante la aplicación de
las transformaciones integrales de Fourier y Laplace.

1. Derivación de la ecuación diferencial parcial de
valoración para opciones asiáticas aritméticas

Se considera un mercado financiero libre de arbitraje definido sobre un espa-
cio de probabilidad filtrado (Ω, (Ft)t≥0, P ), conformado por un activo libre de
riesgo (Bt), asociado a una tasa de interés constante y conocida rf y que satisface
la ecuación diferencial:

dBt = rfBtdt (1)

o de forma equivalente,

Bt = B0e
rf t (2)

y un activo riesgoso (St) que satisface la ecuación diferencial estocástica:

dSt = µStdt+ σStdWt (3)

donde µ y σ son constantes que representan la tasa instantánea de rentabilidad
y volatilidad del activo respectivamente, y Wt es un movimiento Browniano
estándar. Mediante la aplicación del lema de Itô se verifica que:

St = S0e
(µ−σ2

2
)t+σWt (4)

Adicionalmente, se considera una opción asiática aritmética continua con
tasa promedio definida por la suma acumulada del precio del activo subyacente,

At =

∫ t

0

Sudu (5)

o en notación diferencial,

dAt = Stdt (6)

Considerando que la opción asiática tiene función de pago final φ
(
ST ,

AT

T

)
en la fecha de maduración T , el teorema fundamental de valoración de activos

4



O D E O N  N º  1 7
161

odeon, issn: 1794-1113, e-issn: 2346-2140, N° 17, julio-diciembre de 2019, pp. 157-170

contingentes establece que el valor de la opción en cualquier instante t ≤ T está
dado por:

V (t, St, At) = e−rf (T−t)EQ

[
φ

(
ST ,

AT

T

)∣∣∣∣Ft

]
(7)

donde EQ[·|Ft] denota el valor esperado bajo una medida de probabilidad riesgo
neutral Q condicional a la información disponible hasta el instante t. Aplicando
el lema de Itô multidimensional se tiene que el diferencial de V (t, St, At) es:

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂St

dSt +
∂V

∂At

dAt +
1

2

[
∂2V

∂S2
t

(dSt)
2 +

∂2V

∂A2
t

(dAt)
2 + 2

∂2V

∂St∂At

(dSt)(dAt)

]

=
∂V

∂t
dt+

∂V

∂St

(µStdt+ σStdWt) + St
∂V

∂At

dt+
σ2S2

t

2

∂2V

∂S2
t

dt

=

(
∂V

∂t
+ µSt

∂V

∂St

+
σ2S2

t

2

∂2V

∂S2
t

+ St
∂V

∂At

)
dt+

(
σSt

∂V

∂St

)
dWt

Si se conforma un portafolio (Π) con una posición larga en la opción asiática
aritmética y una posición corta en ∆ unidades del activo subyacente, el valor en
t de este portafolio está dado por:

Πt = V (t, St, At)−∆St (8)

y el cambio en su valor es:

dΠt = dV −∆dSt

=

(
∂V

∂t
+ µSt

∂V

∂St

+
σ2S2

t

2

∂2V

∂S2
t

+ St
∂V

∂At

)
dt+

(
σSt

∂V

∂St

)
dWt −∆(µStdt+ σStdWt)

=

(
∂V

∂t
+ µSt

∂V

∂St

+
σ2S2

t

2

∂2V

∂S2
t

+ St
∂V

∂At

−∆µSt

)
dt+

(
σSt

∂V

∂St

−∆σSt

)
dWt

El componente estocástico del cambio en el valor del portafolio puede ser elimi-
nado si se selecciona ∆ = ∂V

∂St
, de forma que:

dΠt =

(
∂V

∂t
+ µSt

∂V

∂St

+
σ2S2

t

2

∂2V

∂S2
t

+ St
∂V

∂At

− ∂V

∂St

µSt

)
dt+

(
σSt

∂V

∂St

− ∂V

∂St

σSt

)
dWt

5



162

odeon, issn: 1794-1113, e-issn: 2346-2140, N° 17, julio-diciembre de 2019, pp. 157-170

de donde se llega finalmente a que:

dΠt =

(
∂V

∂t
+

σ2S2
t

2

∂2V

∂S2
t

+ St
∂V

∂At

)
dt (9)

Dada la ausencia de oportunidades de arbitraje en el mercado, la expresión
(9) debe ser igual al rendimiento que se tiene si se invierte el valor del portafolio
a la tasa libre de riesgo rf durante un periodo de tiempo infinitesimal entre t y
t+ dt, es decir:

dΠt = rfΠtdt = (rfV − rf∆St)dt =

(
rfV − rf

∂V

∂St

St

)
dt (10)

Igualando (9) y (10) se tiene que:
(
∂V

∂t
+

σ2S2
t

2

∂2V

∂S2
t

+ St
∂V

∂At

)
dt =

(
rfV − rf

∂V

∂St

St

)
dt

y se llega la EDP de segundo orden asociada al problema de valoración de op-
ciones asiáticas:

∂V

∂t
+

σ2S2
t

2

∂2V

∂S2
t

+ rfSt
∂V

∂St

+ St
∂V

∂At

− rfV = 0 (11)

junto con la condición de frontera V (T, ST , AT ) = φ
(
ST ,

AT

T

)
.

Existen cuatro tipos de opciones asiáticas aritméticas continuas dependiendo
de la forma de la función φ

(
ST ,

AT

T

)
, que son:

Opción call con strike fijo: φ
(
ST ,

AT

T

)
= max

(
AT

T
−K; 0

)
.

Opción put con strike fijo: φ
(
ST ,

AT

T

)
= max

(
K − AT

T
; 0
)
.

Opción call con strike flotante: φ
(
ST ,

AT

T

)
= max

(
ST − AT

T
; 0
)
.

Opción put con strike flotante: φ
(
ST ,

AT

T

)
= max

(
AT

T
− ST ; 0

)
.

2. Solución analı́tica de la EDP de valoración
aplicando la transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una función f(x) está definida como:

6
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F [f(x)] = g(w) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iwxdx (12)

y la transformada inversa de Fourier se define como:

F−1[g(w)] = f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
g(w)eiwxdw (13)

El objetivo de aplicar esta transformación es cambiar el espacio sobre el cual
está definida una función o ecuación de interés, por otro en el cual esta función
o ecuación sean más sencillas de tratar. Algunas de las propiedades de esta
transformación son:

1.
F [αf(x) + βg(x)] = αF [f(x)] + βF [g(x)]

2.

F

[
∂nf

∂xn

]
= (iw)ng(w)

3.
F
[
eiαxf(x)

]
= g(w − α)

4.
F [f(x− α)] = e−iαwg(w)

5.
F
[
eiαx

]
= δ(w − α)

donde α y β son constantes y δ(w) es la función delta de Dirac.

Como se presenta a continuación, es posible obtener una solución analı́tica
de la EDP de valoración de opciones asiáticas aritméticas continuas mediante
cambios de variables y la aplicación de la transformada de Fourier. Un primer
cambio de variable es:

V (t, St, At) = erf tf(t, St, At) (14)

luego:

7
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∂V

∂t
=

(
erf t

∂f

∂t
+ rfe

rf tf

)

∂V

∂St

= erf t
∂f

∂St

∂2V

∂S2
t

= erf t
∂2f

∂S2
t

∂V

∂At

= erf t
∂f

∂At

y la ecuación se transforma en:

∂V

∂t
+

σ2S2
t

2

∂2V

∂S2
t

+ rfSt
∂V

∂St

+ St
∂V

∂At

− rfV = 0

(
erf t

∂f

∂t
+ rfe

rf tf

)
+

σ2S2
t

2
erf t

∂2f

∂S2
t

+ rfSte
rf t

∂f

∂St

+ Ste
rf t

∂f

∂At

− rfe
rf tf = 0

∂f

∂t
+

σ2S2
t

2

∂2f

∂S2
t

+ rfSt
∂f

∂St

+ St
∂f

∂At

= 0 (15)

considerando ahora el cambio de variable Zt = ln(St) con St > 0, se tiene que
f(t, Zt, At) de donde:

∂f

∂St

=
∂f

∂Zt

∂Zt

∂St

=
∂f

∂Zt

1

St

, luego St
∂f

∂St

=
∂f

∂Zt

y

∂2f

∂S2
t

=
∂f

∂Zt

(
− 1

S2
t

)
+

1

St

(
∂2f

∂Z2
t

1

St

)
, luego S2

t

∂2f

∂S2
t

=
∂2f

∂Z2
t

− ∂f

∂Zt

con lo cual la ecuación (15) se transforma en:

∂f

∂t
+

σ2

2

(
∂2f

∂Z2
t

− ∂f

∂Zt

)
+ rf

∂f

∂Zt

+ eZt
∂f

∂At

= 0 (16)

Con el cambio de variable τ = T − t, luego ∂f
∂τ

= −∂f
∂t

, entonces:

8
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−∂f

∂τ
+

σ2

2

∂2f

∂Z2
t

+

(
rf −

σ2

2

)
∂f

∂Zt

+ eZt
∂f

∂At

= 0 (17)

y asumiendo que Zt = −iYt, donde i =
√
−1 es la unidad imaginaria, se tiene

que:

∂f

∂Zt

= −i
∂f

∂Yt

;
∂2f

∂Z2
t

= (−i)2
∂2f

∂Y 2
t

= − ∂2f

∂Y 2
t

luego,

−∂f

∂τ
− σ2

2

∂2f

∂Y 2
t

− i

(
rf −

σ2

2

)
∂f

∂Yt

+ e−iYt
∂f

∂At

= 0 (18)

La ecuación (18) es de coeficientes constantes, excepto en el término asocia-
do con ∂f

∂At
; aplicando la transformada de Fourier a cada término de la ecuación,

partiendo de la función f(τ, Yt, At) y llegando a la función g(τ, w,At), se tiene:

F

[
−∂f

∂τ

]
= −∂g(τ, w,At)

∂τ

F

[
−σ2

2

∂2f

∂Y 2
t

]
=

−σ2

2
F

[
∂2f

∂Y 2
t

]
=

−σ2

2
(iw)2g(τ, w,At)

=
σ2w2

2
g(τ, w,At)

F

[
−i

(
rf −

σ2

2

)
∂f

∂Yt

]
= −i

(
rf −

σ2

2

)
F

[
∂f

∂Yt

]

= −i(iw)

(
rf −

σ2

2

)
g(τ, w,At)

= w

(
rf −

σ2

2

)
g(τ, w,At)

F

[
e−iYt

∂f

∂At

]
=

∂g(τ, w + 1, At)

∂At

9
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y la ecuación (18) se transforma en:

−∂g(τ, w,At)

∂τ
+
σ2w2

2
g(τ, w,At)+w

(
rf −

σ2

2

)
g(τ, w,At)+

∂g(τ, w + 1, At)

∂At

= 0

(19)

∂g(τ, w,At)

∂τ
=

[
σ2w2

2
+ w

(
rf −

σ2

2

)]
g(τ, w,At) +

∂g(τ, w + 1, At)

∂At

(20)

Asumiendo que:

g(τ, w,At) = exp

{[
σ2w2

2
+ w

(
rf −

σ2

2

)]
τ

}
h(τ, w,At) (21)

la ecuación (20) se transforma en:

∂h(τ, w,At)

∂τ
=

∂h(τ, w + 1, At)

∂At

(22)

y aplicando nuevamente la transformada de Fourier sobre la ecuación (22) en la
variable w se tiene que:

∂h̄(τ, w̄, At)

∂τ
=

∂h̄(τ, w̄, At)

∂At

eiw̄ (23)

donde F [h(τ, w,At)] = h̄(τ, w̄, At). Una solución de esta ecuación es:

h̄(τ, w̄, At) = c
(
τ + Ate

−iw̄
)

(24)

donde c es una constante, y se tiene la condición de frontera:

h̄(0, w̄, At) = φ(w̄, At) = c
(
Ate

−iw̄
)

de donde,

c =
φ(w̄, At)

Ate−iw̄
= φ̄(w̄, At) (25)

h̄(τ, w̄, At) = φ̄(w̄, At)
(
τ + Ate

−iw̄
)

(26)

Aplicando la transformada inversa de Fourier en w̄ se tiene que:

h(τ, w,At) = φ(w,At) [τδ(w) + Atδ(w − 1)] (27)

10
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luego,

g(τ, w,At) = exp

{[
σ2w2

2
+ w

(
rf −

σ2

2

)]
τ

}
φ(w,At) [τδ(w) + Atδ(w − 1)]

(28)
y

f(τ, Yt, At) = F−1 [g(τ, w,At)] (29)

Dado que Yt = −iZt, St = eZt y V = erf tf , se tiene entonces que:

f(τ, Yt, At) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp

{[
σ2w2

2
+ w

(
rf − σ2

2

)]
τ

}
φ(w,At) [τδ(w) +Atδ(w − 1)] eiwydw

f(τ, Zt, At) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp

{[
σ2w2

2
+ w

(
rf − σ2

2

)]
τ

}
φ(w,At) [τδ(w) +Atδ(w − 1)] ewzdw

f(t, St, At) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp

{[
σ2w2

2
+ w

(
rf − σ2

2

)]
(T − t)

}
Sw
t φ(w,At) [τδ(w) +Atδ(w − 1)] dw

Finalmente, se llega a la expresión para el valor de la opción:

V (t, St, At) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e

[
σ2w2

2 +w
(
rf−σ2

2

)
−rf

]
(T−t)

Sw
t φ(w,At) [τδ(w) +Atδ(w − 1)] dw

(30)

3. Conclusiones y futura investigación
La valoración de opciones asiáticas aritméticas continuas ha sido un desafı́o

recurrente en el campo de finanzas cuantitativas, dada la dificultad para encon-
trar expresiones analı́ticas para la distribución de la integral de variables lognor-
males. En este artı́culo se establece una ecuación diferencial parcial de segundo
orden asociada al problema de valoración de este tipo de opciones, y se presenta
una aproximación a su solución mediante la aplicación de la transformada de
Fourier a los términos de la ecuación que resulta después de una serie de cambios
de variable. La aplicación de la transformada resulta en una ecuación diferencial
parcial de primer orden con coeficientes constantes y de fácil resolución.

11
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Sobre la solución de la ecuación diferencial parcial de primer orden se aplica
la transformada inversa para llegar a una expresión analı́tica. El resultado encon-
trado se puede extender fácilmente al caso en el cual el activo subyacente paga
dividendos compuestos continuamente a una tasa y. Como futura investigación
se propone considerar la combinación del método de transformada de Fourier
con otro tipo de transformación integral como la de Laplace o Mellin, que han
demostrado ser eficientes en problemas de valoración de opciones exóticas.

12
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