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Resumen
En este articulo se presenta la deduccion de la ecuacion diferencial parcial de
segundo orden asociada al problema de valoracién de opciones asidticas arit-
méticas continuas, junto con la aplicacion de la transformada de Fourier sobre
los términos de la ecuacién resultante después de una serie de cambios de va-
riable. Se obtiene una solucién analitica para el valor de este tipo de opciones.
Palabras clave: opciones asiaticas; valoracion; ecuacion diferencial parcial;
transformada de Fourier.
Clasificacion JEL: C02, C32, G13.

Abstract
The second-order partial differential equation associated with the problem of
pricing continuous arithmetic Asian options is presented, together with the
application of the Fourier transform on the terms of the resulting equation after
a series of variable changes. An analytical solution is obtained for the value of
this type of options.

Key words: Asian options; pricing; partial differential equation; Fourier
transform.
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Introduccion

Los derivados financieros son un tipo particular de activo (contrato) cuyo
valor depende del precio de otro activo denominado subyacente. Los tipos basicos
de derivados financieros son los futuros y forwards, los swaps y las opciones. En
particular, las opciones son contratos que otorgan a su poseedor el derecho, mas
no la obligacidn, de negociar una determinada cantidad del activo subyacente en
o antes de una fecha futura especifica (1") y por un valor determinado. Dentro
de las denominadas opciones exdticas se encuentran las asidticas, que son un
tipo de opcién cuyo valor al vencimiento depende del promedio del precio del
activo subyacente durante la vida del contrato. Las opciones asidticas se pueden
clasificar, en funcién de la forma como se calcula el promedio del precio, en:
opciones aritméticas y opciones geométricas. Las opciones asiaticas de tipo call
dan a su poseedor el derecho a comprar el activo subyacente en una fecha futura
especifica y por un valor equivalente al precio promedio del activo subyacente.
De forma andloga, las opciones put dan a su poseedor el derecho a vender el
activo subyacente por un valor equivalente al precio promedio.

En el caso de las opciones asidticas geométricas existe una solucién analitica
cerrada al problema de determinar su valor en ¢ < 7', como se expone en Barucci,
Polidoro y Vespri (2001). Sin embargo, el caso de las opciones aritméticas es
mas complejo porque el promedio aritmético de variables lognormales no esta
lognormalmente distribuido y, en general, no se tiene una forma analitica para
su distribucion. Varios métodos se han propuesto para aproximar el valor de este
tipo de opciones, por ejemplo,Yor (2001) utiliza la transformada de Laplace en
la variable tiempo de la opcidn, aunque esta transformacion solamente es aplica-
ble en determinados casos. En Rogers y Shi (1995) el problema de valoracion se
transforma en la resolucién de una ecuacién diferencial parcial en dos variables,
con el inconveniente de que no se tiene una solucidn analitica de esta ecuacion y
los métodos numéricos aplicables presentan problemas de estabilidad y conver-
gencia. En Zhang (2003) se presenta una teoria de muestreo continuo que gene-
ra una ecuacién diferencial parcial cuya solucién es aproximada por el método
de perturbacién. En el trabajo de Vecer (2001) se presenta una aproximacion al
problema en la cual considera la opcién asidtica como andloga a una opcidn sobre
una cuenta de trading, desarrollando una ecuacién diferencial parcial unidimen-
sional para la valoracion, pero que es limitada a escenarios muy especificos. En
Dubois y Lelievre (2004) se deriva un método numérico convergente y eficiente
para resolver la ecuacién propuesta en Rogers y Shi.
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En este articulo se deriva la ecuacion diferencial parcial (EDP) asociada al
problema de la valoracion de opciones asidticas aritméticas continuas, y se pre-
sentan metodologias para la solucion de esta ecuacion mediante la aplicacion de
las transformaciones integrales de Fourier y Laplace.

1. Derivacion de la ecuacion diferencial parcial de
valoracion para opciones asiaticas aritméticas

Se considera un mercado financiero libre de arbitraje definido sobre un espa-
cio de probabilidad filtrado (€2, (F):>0, P), conformado por un activo libre de
riesgo (B;), asociado a una tasa de interés constante y conocida r y que satisface
la ecuacion diferencial:

dBy = ryBdt (1)

o de forma equivalente,

B, = Bye'r! 2)

y un activo riesgoso (.5;) que satisface la ecuacion diferencial estocastica:

dSt = /J/Stdt + O'Stth (3)

donde ;1 y o son constantes que representan la tasa instantdnea de rentabilidad
y volatilidad del activo respectivamente, y W; es un movimiento Browniano
estandar. Mediante la aplicacion del lema de It6 se verifica que:

S — S (#-%)t—FO‘Wt 4
t = 00€ “4)

Adicionalmente, se considera una opcidn asidtica aritmética continua con
tasa promedio definida por la suma acumulada del precio del activo subyacente,

t
A, = / Suu 5)
0
0 en notacion diferencial,

Considerando que la opcion asidtica tiene funcion de pago final ¢ (ST, ATT)
en la fecha de maduracién T, el teorema fundamental de valoracion de activos
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contingentes establece que el valor de la opcién en cualquier instante ¢ < 7’ estd
dado por:

V(t, S, A) = eI EC [Cf) (ST AT)

JT:t:| (7

donde E?[-|F;] denota el valor esperado bajo una medida de probabilidad riesgo
neutral () condicional a la informacién disponible hasta el instante ¢. Aplicando
el lema de 1td multidimensional se tiene que el diferencial de V' (¢, S;, A;) es:

1% oV oV OV O*V OV
= A A2 +2 A
dv = = dt+85td8t aAd t+ = [aSQ(dst) aA?(d 0+ 8St8At(dSt)(d t)
oV v ov 02S8? 9*V

VoV 2otV oy oV
dt d
<8t TS Ty a9 +S’fa,4t) * (”Stast) We

Si se conforma un portafolio (II) con una posicion larga en la opcidn asiatica
aritmética y una posicion corta en A unidades del activo subyacente, el valor en
t de este portafolio esta dado por:

161

Ht - V(t, St, At) - ASt (8)
y el cambio en su valor es:
dHt - dV - AdSt
oV oV o252V ov ov
dt AW, — A dt d
<8t +MStaSt 9 aStQ +StaAt> + (UStaSt) Wt (,uSt +O'St Wt)

1% oV 02820V 1% 1%
~-A A W,
( ot “Stast 2 052 + StaAt “St) di+ (“Stast Ust) W

El componente estocdstico del cambio en el valor del portafolio puede ser elimi-

nado si se selecciona A = as , de forma que:

ov
dHt ( + /.LSt

0V o252 9%V ov. oV ov. oV
ot dt+ O'St

+ St - _MSt 8St 6_St

95, " 2 a5z "'oA, a5, “St) W

ODEON, ISSN: 1794-1113, E-ISsN: 2346-2140, N° 17, julio-diciembre de 2019, pp. 157-170



162

de donde se llega finalmente a que:

oV  o2S29*V oV
H — e 13
dIl, (8t+ . aSt2+St8At>dt )

Dada la ausencia de oportunidades de arbitraje en el mercado, la expresion
(9) debe ser igual al rendimiento que se tiene si se invierte el valor del portafolio
a la tasa libre de riesgo r; durante un periodo de tiempo infinitesimal entre ¢ y
t + dt, es decir:

dHt = Tthdt = (er — T’fASOd?f = (er — ng—;/St> dt (10)
t

Igualando (9) y (10) se tiene que:

2Q2 2
(8_V+08t8V+St8V>dt <rfv 8VSt)dt

ot 2 952 “'aa ~ 15,
y se llega la EDP de segundo orden asociada al problema de valoracion de op-

ciones asiaticas:

a_v+ 25202v+rsav+sav
ot 2 952 " 7'as, T oA,

junto con la condicién de frontera V (T, S, Ar) = ¢ (S, TT)

reV =0 (11)

Existen cuatro tipos de opciones asidticas aritméticas continuas dependiendo
de la forma de la funcién ¢ (ST, ) que son:

= Opcién call con strike fijo: ¢ (S, 42) = max (4 — K;0).
= Opcidn put con strike fijo: ¢ (ST, ATT) = max (K — AT—T; 0).
= Opci6n call con strike flotante: ¢ (Sr, 2%) = max (Sr — 2%;0).

= Opcién put con strike flotante: ¢ (Sr, 4 ) = max (42 — Sr; 0).

2. Solucién analitica de la EDP de valoracion
aplicando la transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una funcion f(z) estd definida como:
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Flf(2)] = g(w) = / flx)e " dx (12)
y la transformada inversa de Fourier se define como:
1 1 > W
Folgw)] = fla) = o~ | g(w)e™ dw (13)

El objetivo de aplicar esta transformacion es cambiar el espacio sobre el cual
estd definida una funcién o ecuacién de interés, por otro en el cual esta funcién
o ecuacion sean mads sencillas de tratar. Algunas de las propiedades de esta
transformacion son:

1.
Flof(x) + Bo(@)] = aF [f(x)] + BF [g(z)
* Of
F|52] = Gwraw)

3. |

F [0 f(x)] = glow - )
4. |

Flf(x — )] = " gw)
5.

F €] = 6(w — a)

donde « y 3 son constantes y d(w) es la funcién delta de Dirac.

Como se presenta a continuacion, es posible obtener una solucién analitica
de la EDP de valoracién de opciones asiaticas aritméticas continuas mediante
cambios de variables y la aplicacion de la transformada de Fourier. Un primer
cambio de variable es:

V(tﬂstyAt) = erftf(tﬂshAt) (14)

luego:
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ov of
R — ’l‘ft_ ’l‘ft
5 (e 5t +rye f)
- v Lof
—e'f
a5, 0S;
82V — eT‘ft a2f
05? 0S¢
ov ot 9F of
DA, 0A,

y la ecuacidn se transforma en:

oV 0252 9*V oV oV
W—’_ 5 652+Tf5t65t+5taA TfV 0
of 0252 o*f of of
retZJ ryt t ret= J ret ZJ rgt ZJ Tyt —
(e T +rye f) 5 —e 957 + ¢ Sie a5, + Sie o rre ' f =0
of  o°S;*f of of
- 1
ot + 5 832-1— fStaSt—f—StaAt 0 (15)

considerando ahora el cambio de variable Z; = In(S;) con S; > 0, se tiene que
f(t, Z;, Ay) de donde:

of _ofoz _of1 - 0f _Of
98, 02,05 07,5, 80 259, T 07,

Ff_of (LAN L (OFL1N o @O f Of  Of
952 ~ oz, \_ 52) " s \az2s, ) RO Tias2 T az2 T oz,

con lo cual la ecuacién (15) se transforma en:

af ’f  of af o7 of
_ t—~ — 16
PR <az2 07,) "oz, T A (16)
Con el cambio de variable 7 = T — ¢, luego of — —%, entonces:
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of o> d*f of o7 of _
_E+?azz+(rf__) 2z oa " {1n
y asumiendo que Z; = —1Y;, donde i = /—1 es la unidad imaginaria, se tiene
que:
of of o2 f i *f
R i e
07, oY, 0Z; Y Y
luego,
of 282f . o\ Of iy, Of

La ecuacion (18) es de coeficientes constantes, excepto en el término asocia-
do con 6 A ; aplicando la transformada de Fourier a cada término de la ecuacion,
partiendo de la funcion f(7,Y;, A;) y llegando a la funcién g(7, w, A,), se tiene:

o] __do(rw.A)
F {_5} B or

0_2an __0.2 82]? __O.Q ) 9
F{_?aw} e F[aYE} =5 (w)g(n e 4)

D) 3) [

0.2

= —i(iw) (rf - 7) g(m,w, Ay)
W (rf _ ";) o(rw, Ay)

v Of dg(r,w + 1, Ay)
1Yt _
F [e } = oA,
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y la ecuacidn (18) se transforma en:

89(7—7 w, At) 0-2w2 2

o
— 5 + 5 g(T,w, Ay)+w (rf — 7) g(T,w, Ap)+

Og(r,w + 1, Ay)
0A,

19)

ag(vavAt> _ 0-2w2 02 ag(va+17At>
5 —{ s twlrr -5 g(m,w, Ay) + oA, (20)

Asumiendo que:

2,42 2

g(T,w, Ay) = exp { {0210 +w (7" — %)] 7-} h(T,w, Ay) 21)

la ecuacién (20) se transforma en:

Oh(t,w, A;)  Oh(r,w+1,A4,)
or N 0A;
y aplicando nuevamente la transformada de Fourier sobre la ecuacion (22) en la
variable w se tiene que:

(22)

Oh(r,w,A) O, W, Ay)
or B 04, ¢ @

donde F[h(7,w, A;)] = h(7,w, A;). Una solucién de esta ecuacién es:

71(7', 'lZ), At> = C (7' —+ Ate_iw) (24)
donde c es una constante, y se tiene la condicion de frontera:

}_l(o, 1[)7 At) = gb(ﬂ), At> = C (Ate_m)

de donde, (@, A,)
_ Qb Uja t) T/
c= Ao o(w, Ay) (25)
h(r, @, A) = ¢p(w, Ay) (T + Ae™™) (26)

Aplicando la transformada inversa de Fourier en w se tiene que:
h(t,w, Ay) = ¢(w, Ay) [T0(w) + Ad(w — 1)] (27)
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luego,
o?w? o2
g(T,w, Ay) = exp { [ 5 +w (rf - 7)} T} o(w, Ap) [70(w) + Ad(w — 1)]
(28)
Y 1
f(T7 Ka At) =Ir" [9(7—7 w, At)] (29)
Dado que Y; = —iZ;, S; = e?t y V = "7 f, se tiene entonces que:
o0 [ +2,,,2 2\ 1
f(T,YVt,At) :%/ exp{ g 211] +w <7‘f — (;) 7'} d)(w,At) [T(S(UJ) + Atd(w — 1)} eiwydw
o0 - 2,,2 2 .
f(r, Z:, Ay) :%/ exp{ 02“1 +w <rf - 02) T} d(w, A) [Té(w) + Ard(w — 1)] e dw
1 ~ o 2u? =N
resan =g [~ ow{ |55 v (v - )| @ -0} stotw. 40 ) + At - 1w
Finalmente, se llega a la expresion para el valor de la opcion:
_ L7 () ] -t gu
V(t, S, Ar) = o € S{o(w, A) [16(w) + Apd(w — 1)] dw

(30)

3. Conclusiones y futura investigacion

La valoracion de opciones asiaticas aritméticas continuas ha sido un desafio
recurrente en el campo de finanzas cuantitativas, dada la dificultad para encon-
trar expresiones analiticas para la distribucion de la integral de variables lognor-
males. En este articulo se establece una ecuacién diferencial parcial de segundo
orden asociada al problema de valoracién de este tipo de opciones, y se presenta
una aproximacion a su solucién mediante la aplicacion de la transformada de
Fourier a los términos de la ecuacion que resulta después de una serie de cambios
de variable. La aplicacion de la transformada resulta en una ecuacion diferencial
parcial de primer orden con coeficientes constantes y de facil resolucidn.
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Sobre la solucién de la ecuacion diferencial parcial de primer orden se aplica
la transformada inversa para llegar a una expresién analitica. El resultado encon-
trado se puede extender facilmente al caso en el cual el activo subyacente paga
dividendos compuestos continuamente a una tasa y. Como futura investigacion
se propone considerar la combinacién del método de transformada de Fourier
con otro tipo de transformacidén integral como la de Laplace o Mellin, que han
demostrado ser eficientes en problemas de valoracion de opciones exéticas.
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